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Vor wor t

Di ese Publ i kati on hatte im Laufe der Zeit nehrere
Arbeitstitel. Der erste Titel "G aphische Cberfl &chen far CBT-
Systene"” war noch stark bestinm von der Mtivation, far
I nteraktive Lernsystene (CBT-Systene) eine bedienerfreundliche
Qoerfl a&che zur Verfligung zu stellen, die es dem CBT-Autor
erndglicht, auf einfache Art und Wise das Kurs- bzw

Progranmver hal t en f est zul egen. Ausgehend von di eser
Mot i vati on, wirde die Ildee entw ckelt, ei ne graphi sch-
i nteraktive Bedienoberflache zu realisieren, die es dem
Anwender erl aubt, sein Pr ogr anm aus Baust ei nen
Zusamrenzuset zen. Al's Vorbi ld zur Definition des

Zusammenw rkens der Bausteine diente die Vorstellung, die
ei nzel nen Unterbausteine als "intelligente" Objekte mt Ein-,
Ausgadngen und einem eigenen Gedachtnis zu betrachten. Dabei
sollte das Zusamrenwi rken der einzelnen Objekte Uber das
Senden und Enpfangen von Signalen realisiert werden.

Un ein derartiges System allerdings formal beschreiben zu
kobnnen, nmufdte eine neue graphenorientierte Theorie, nanich
di e der Subzentren-Netzwerke entw ckelt werden. Diese Theorie
geriet durch ihre vielseitige Verwendbarkeit so unfangreich,
dall sie den ersten Entwurf dieser Arbeit voll komen domnierte
und der Titel kurzerhand in "Subzentren-Netzwerke" abgeandert
wur de.

Bei den weiteren Bemihungen, das favorisierte Mdell zu
realisieren zeigte sich dann, dall es dazu bereits vielfaltige
Ansédtze in Form visueller Dat enf | uBsprachen gab. Dabei
er of f net e di e Theori e der Subzent r en- Net zwer ke di e
Mogl i chkeit, deren Struktur bzw. Syntax zu beschrei ben. Dieser
Aspekt wurde in die folgende Version dieser Publikation mt
auf genonmen. Der Titel &nderte sich zu "Subzentren-Netzwerke
und vi suel | e Dat enfl uBsprachen”.

Ist man jedoch in der Lage die Syntax einer Programm ersprache
zu beschrei ben, so stellt sich sehr schnell die Frage nach der
Semanti k. Ausgehend von einer Theorie von G Hotz zur
Al gebr ai si erung des Synt hesepr obl ens von el ektroni schen
Schal tkrei sen wurde die al gebraische Theorie der Monopolyide
entwi ckelt, um das Problem der Beschrei bung der Semantik von
vi suel | en Datenfl ul3sprachen in den Giff zu bekommen. Parall el
dazu wurden al gebrai sche Qperationen auf |sonorphi ekl assen von
i ndi zi erten Subzent r en- Net zwer ken ei ngef Uhrt und der
Arbeitstitel &nderte sich in "Gundlagen zur Definition der
Syntax und Semanti k visuel |l er Datenfl ul3sprachen”.

Die nunnehr vorliegende Version gliedert sich in drei nehr
oder weni ger unabhéngige Teile. Der angewandte Teil entspricht
dem 1. Kapitel und setzt sich mt visuellen Datenfl uBsprachen
und dabei i nsbhesondere mt deren Syntax und Semantik
ausei nander. Die daran anschlielRenden Kapitel bilden den
zweiten Teil und befassen sich mt der Theorie der Subzentren-
Net zwer ke. Dabei werden in einem abschlieBenden Kapitel auch



sol che Anwendungsbei spi el e angesprochen, die mt den visuellen
Dat enf | uBsprachen ni chts genei nsam  haben. Der dritte
Teil schliel3lich unf afdt di e al gebr ai sche Theori e der
Monopol yi de. Da dieser Teil sehr unfangreich geraten ist, und
auch unabhangig von dieser Publikation von Bedeutung ist,
wurde er als eigenstandige Theorie ganz ausgegliedert. (Siehe
[ HUB95] und Anhang.) Damit ist der nunmehr knapp und pragnant
gef aldit e Ti tel " Synt ax und Semant i k vi suel | er
Dat enf | uBsprachen™ durchaus zutreffend.

Un sich einen schnellen Uberblick (ber den Inhalt dieser
Publ i kati on zu verschaffen, sei der Leser darauf hingew esen
dall es dazu genugt den folgenden Abschnitt "Ergebnisse", das
1. Kapitel, sowie die, den weiteren Kapiteln vorangestellten

Zusamrenf assungen zu studieren. |Insbesondere im 1. Kapitel
werden dabei die wchtigsten Begriffe und Ergebnisse in
anschaul icher Form prasentiert. Fur einen detaillierteren

Uberblick sei dem Leser auch das Studium aller weiteren
Kapi tel enpfohlen, wobei auftretende Beweise und Hilfssatze
Uberl esen werden koénnen, da insbesondere die eingestreuten
Kommentare, sowie die vielen erklarenden Abbildungen zu einem
vertieften Verstandnis beitragen.

Regensburg, den 13.05. 1995 Josef Hubl
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Vorwort 2

Di ese Publikation war urspringlich gedacht als Dissertation im
Bereich theoretischer Informatik und ist deshalb stark mt
mat hemati schen Fornmalismen durchsetzt, die fiur den Leser die
vi el seitigen Anwendungsniglichkeiten von Subzentrennetzwerken
eventuel | verschleiern konnte.

Tat sachlich wurden Subzentrennetzwerke so konstruiert, dass
sie auf einfache Wise hierarchisch strukturiert werden kdénnen
und m t vorliegende Theorie kann man  bel egen, dass
hi erarchi sch strukturierte Netzwerke auf ,natirliche Art und
Weise® in flache (nicht hierarchischen) Netzwerke ungewandelt
wer den konnen und ungekehrt.

Subzentrennet zwer ke bieten die Mglichkeit, unterschiedlichste
in der Real it at auftretende, hi erarchi sch strukturierte
Net zwer ke zu nodel | i er en.

Von  hoher prakti scher Bedeutung i st die hierarchische
Strukturierung von Sof t war e in Konmponent en um
Sof t waregro3projekte in den Giff zu bekommen. D e dabei
auftretenden Konponenten mt ihren voneinander anhéngi gen

Interfaces bilden nichts anderes als ein hierarchisch
strukturiertes SubzentrennetzwerKk. M t UML 2.0 ist die
gr aphi sche Darstellung sol cher Konponentennetzwerke normert.
| hre aut omat i sche Unset zung in Pr ogr anm er code Uber
Subzentrennet zwer ke i st nmehr als nahe |iegend.

Ein weiteres Beispiel aus der Praxis fur hierarchisch
strukturierte Subzentrennetzwerke findet sich 1in nodernen
Navi gati onssystenen in denen regionale und Uuberregionale
St ralBenver bi ndungen derartige Strukturen vorgeben. Effiziente
Rout enpl anungsal gori t hmen machen sich diese Struktur zu Nutze.

Die bisher Ublichen G aphen zur Beschreibung von Netzwerken
sind zwar grundsatzlich einfacher, Unterstitzen aber Kkeine

Hi er ar chi enbi | dung. Da hi erarchi sch strukturierte,
net zwerkartige Strukturen in der Realitat aber sehr verbreitet
si nd, ist zu erwarten, dass hierarchisch strukturierte

Subzentrennet zwerke eine breite Anwendung in der Praxis finden
wer den.

Regensburg, den 28. 06. 2006 Josef Hubl



Er gebni sse

We bereits aus dem Titel und dem Vorwort hervorgeht, hatte
di ese Arbeit zum Zi el Wge aufzuzeigen, we die Syntax und die
Semanti k visueller Datenflul3ssprachen definiert werden kdnnen
Vor diesem Hintergrund wurde dazu die graphentheoretische
Theorie der Subzentren-Netzwerke, sowie die algebraische
Theorie der Monopolyide entw ckelt. Mt beiden Theorien
zusamren wurden, in Bezug auf die Definition von Syntax und
Semanti k visueller Dat enf | uBspr achen, fol gende Ergebni sse
erarbeitet:

1. Es wird ein erwitertes DatenflulBnodell vorgestellt, in
dem jedes DatenfluBnetzwerk Uber ein formatiertes,
geordnetes und typeni ndexkonfornmes Subzentren-Netzwerk
beschri eben werden kann. Von den vielen Vorteilen, die
di eses Model | gegentber dem der Datenfl ul3graphen hat, se
hier nur erwahnt, dall es zum einen auf natdrliche Art und

Wi se ei ne hi er archi sche Strukturi erung der
Dat enf | ulRnet zwer ke er | aubt und zum ander en ei ne
mat hemat i sch korrekte Definition i hrer semant i schen

Bedeut ung zul aRt.

2. Wrd auf der Menge aller, vom Anwender einer visuellen
Dat enf | uBspr ache, erzeugbaren Dat enfl uBnet zwerke  bzw.
i hrer Aquival enzkl assen ein paralleles Produkt "x" und ein
serielles Produkt "e" definiert, so bilden diese ein
Monopolyid <N ,x,ep> und es zeigt si ch, dall die
I nterpretation ei nes Dat enf | uBnet zwer kes als di e
Auswer t ung ei nes Monopol yi den- Hononor phi snus
¢: <N', x, ep>—>( Fg, x, oy) gesehen werden kann, wobei (Fg, x, o)
ei n vorgegebenes Mnopol yid von Funktionen ist.

3. Mt dem zweiten Hauptsatz wrd gezeigt, dalB mt der
Festlegung der Interpretation "fast |eerer Netzwerke",
"einfacher Netzwerke mt Subzentrumt und "einfacher
I nt eri nknot en” der, di e I nterpretation ander er
Dat enf | uBnet zwer ke ohne echte Zykel beschr ei bende
Monopol yi den- Hononor phi snus bereits vol |l standig definiert
ist. Den konkreten Wert dazu erhalt nman nach Aussage des
dritten Hauptsatzes aus der sequentiellen Darstellung
ei nes sol chen Dat enfl u3net zwer kes.

4. Es wird ein Algorithmus vorgestellt, mt dem zu einem

gegebenen Datenfl uBnetzwerke ohne echte Zykel ei ne
sequentielle Darstellung ermttelt werden kann und der es
damt erlaubt, die wunmttelbare Interpretation aller

Dat enf | uBnet zwer ke ohne echte Zykel durchzuf dhren.

Im Bezug auf die Definition von Syntax und Senmantik visueller
Dat enf | u3sprachen bl ei bt noch zu erwdhnen, dal3 dardber hinaus
noch weitergehende Verfahren vorgestellt werden, die auch die
Interpretation von Datenflul3netzwerken mt Zykel gestatten. Um
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den Rahnmen dieser Arbeit nicht zu sprengen, wurde jedoch von
ei ner konsequenten und vor allem vollstéandi gen Anal yse dieser
Ver f ahren abgesehen.

In einem Ausblick wurde auch der E nsatz von Subzentren-
Net zwerken in anderen relevanten Gebieten beleuchtet, wobei
sich zeigte, dall sich hier verschiedenste vielversprechende
Mogl i chkeiten auftun. Insbesondere konnte mt dem ersten
Hauptsatz ein Ergebnis von G Hotz aus der Schaltkreistheorie
von di eser Seite nochmals bestatigt werden.

Im Bezug auf die praktische Bedeutung dieser Arbeit ist zu
erwahnen, dall viele der darin vorgestellten Ergebnisse in ein
Proj ekt an der Fachhochschule Regensburg einflossen, dessen
Ziel es war, ein Entw cklungssystem far beliebige visuelle
Dat enf | uBsprachen zu realisieren. Dies fuhrte nicht nur zu
ei nem vergl ei chsweise kurzen Entw cklungszeitraum sondern

auch zu einer auller st effizienten |nplenentierung. Da
zukinftig in den verschiedensten Bereichen der Wssenschaft
und Wrtschaft mt einem wachsenden Bedarf an visuellen

Dat enf | uBsprachen zu rechnen ist, kann dieser Aspekt nicht
hoch genug bewertet werden.
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Ver wendet e Synbol e

%
IN
IN,

die | eere Menge

Menge der natirlichen Zahl en

Menge der natiurlichen Zahlen vereinigt mt O

das freie Monoid tUber T

der | eere Vektor

Menge aller ldentitéaten eines Mnopolyids

Menge der invertierbaren El enmente ei nes Monopol yi ds

I nfixnotation far (Xx,y)ep
SI(N):=S(N) LI (N)

Typenei ngangsvekt or von H
Typenausgangsvekt or von H
| sonor phi ekl asse von H

Aqui val enz

Aqui val enzkl asse von H

das parall el e Produkt

das serielle Produkt

die linksseitige Identitat von [H
die rechtsseitige ldentitat von [H]

Menge der Aquival enzkl assen al |l er Subzentren- Net zwer ke
mt Typen aus T

Menge al | er Aquival enzkl assen formati erter Subzentren-
Net zwer ke

Menge aller formatierten, fast |eeren Netzwerke
Menge al |l er Pernutationen

Menge aller ldentitaten

ei ne bel i ebi ge Menge von Aqui val enzkl assen paar wei se

zuei nander typeni ndexkonforner, einfacher Netzwerke
ohne Schl aufen in denen jedes Subzentrum m ndestens
ei nen Ausgang besit zt

ei ne bel i ebi ge Menge von Aqui val enzkl assen ei nf acher

I nt eri nknoten oder paarwei se zuei nander typeni ndex-
konforner, einfacher Netzwerke mt oder ohne Schl aufen
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Mol

SEQUN')
o( S)
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SRS
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pa(N")
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. n. gl 1A
nmei st N .—N-ruNT

. v —nO0 1)
nmei st N .—NTuN(T

das von N erzeugte Unternonopolyid
das | eere Netzwerk oder Nullfunktion

| 115 (Nl ~, %, op) >(IN,, +, +) mit [ILH [l =IS(N) [+]1 (N) |
MOk ={[H eM [ H] ||=0}

Menge von Funkti onen

"' N%—)F@ (siehe Interpretation)

¢": ( N?, <, op) >( Fg, x, og) (siehe Interpretation)
o =0 g

Aw W—W eine Auswahl abbi | dung auf W

dw =AwA) Defaul twert

Og Tg—>Fy liefert zusamen mt ®§: T§—>@ passende
Funkt i onen

Menge all er sequentiellen Darstellungen mt Kern(S)cN
Wert einer sequentiellen Darstellung
die j-te Spalte einer sequentiellen Darstell ung

S und S sind ineinander uberf Uhrbar

Menge al |l er Rechts- und Li nkskirzungen bzw.
-erweiterungen in SEQ N')

Menge al l er Vertauschungen in SEQN')
Menge al l er Zerl egungen und Verschnel zungen in SEQN')
Menge al | er Uberbriickungen in SEQ N')
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Dieses Kapitel milte eigentlich am Ende dieser Publikation
stehen, da zu seinem vollen Verstéandnis viele Definitionen und
Sat ze aus den nachfol genden Kapiteln notwendig sind. Da sein
Inhalt andererseits aber eine, in gew sser Wise, allgenein
ver st andl i che Zusamrenfassung fast aller Ergebnisse darstellt,
wirde es an vorderster Stelle plaziert. W né6tig, werden

deshalb neue Begriffe in anschaulicher Form nochmal s
definiert.
In einem einleitenden Abschnitt werden, anhand ei ni ger

Bei spi el e, die wesentlichen Eigenheiten einer visuellen
Dat enf | uBsprache diskutiert. Daraus resultierend, wrd ein
erweitertes Dat enf | u3nodel | vorgestel lt, das auf
Dat enf | uBnet zwer ken bzw. der Theorie der Subzentren-Netzwerke
basiert. Um die Semantik solcher Netzwerke festlegen zu
konnen, ist es notwendig fur die zugehoérigen Aquival enzkl assen
al gebrai sche Operationen zu definieren, die es gestatten, die
Interpretation eines Datenflul3netzwerkes als die Auswertung
ei nes Monopol yi den- Honmonor phi snmus  auf zuf assen. Dazu wird unter
anderem ein Al gorit hnus vorgestel It, der zZu ei nem
Dat enf | ul3net zwer k ohne echte Zykel ei ne sequentielle
Darstellung ermttelt und damt unmttelbar die Interpretation
di eses Netzwerkes erlaubt. AbschlieBend wird diskutiert, we
di eses Verfahren auch auf Dat enf | uBnet zwerke mt  Zykel
erwei terbar ist.
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A2. 1 Einleitung

Die |dee, Datenflul3graphen zur Beschrei bung von Programen zu
verwenden, existiert schon seit den 60-iger Jahren [DEN75].
Die wirklich weitverbreitete Anwendung des Datenfl u3nodells im
Zusamrenhang mt visuellen Programm ersprachen ist jedoch erst
wesent|ich spater erkennbar [AGE82]. Insbesondere konnten sich
erst Mtte der 80-iger Jahre visuelle Datenflul3sprachen am
Mar kt etablieren und behaupten. In einigen Bereichen sind sie

heut e ni cht nehr wegzudenken. Zu er wdhnen I st hi er
i nsbesonder e der Ber ei ch Mel3t echni k, der von
Pr ogr anm er syst enen, di e ei ne visuel |l e Dat enf | uB3sprache

bei nhal ten, vol | kommen dominiert wrd.

Das zentral e Konzept des Datenflul3nodells ist es, ein Programm
al s spezi el | en, anti symetri schen, gerichteten G aphen
dar zust el | en, wobei Kanten bzw. Pfeile den FluR der
Dat enpakete (Token) zwi schen den datenverarbeitenden Knoten
repréasentieren [DAVB2]. Wrden Pfeile verwendet, so stehen
ei ngehende Pfeile fur Inputdaten und ausgehende Pfeile fur
Qut putdaten. Bei ungerichteten Kanten dagegen stehen in der
Regel (l'inke) Kantenanfange fur Inputdaten wund (rechte)
Kant enenden fur CQutputdaten. (Siehe Bild A2.4 bis Bild A2.6.)

Da die datenverarbeitenden Knoten im Datenflul3graphen als
Synbol e dargestellt werden, die die verarbeitende Funktion der
Knot en reprasenti eren, si nd derartige Dat enf | u3gr aphen
zum ndest fidr den Kenner selbsterklarend und nicht zuletzt
deshalb ist der GCebrauch einer visuellen Datenflu3sprache
bi nnen weniger Stunden erlernbar. Die wrkliche Konplexitat
und auch das Wsen einer visuellen DatenflulRsprache ergibt
sich jedoch aus der Menge, der dem Anwender zur Verfigung
st ehenden, verschi edenen Synbole bzw. Gundbausteine. Sie
bestimen in welchem Bereich eine visuelle Datenflul3sprache
ei ngeset zt werden kann und welche Arten von Problenen sich

dam t | 6sen | assen. Um di esen Aspekt i nt ensi ver
herauszuarbeiten, soll nun kurz auf zwei verschi edene Systene
ei ngegangen werden, die sich am Markt besonders  gut

durchset zen konnten. (Beschreibungen =zu anderen Systenen
zahllose Literaturhinweise und sehr gute Ubersichten findet
man bei B.A Mers [ MYEQOQ] , D.D. Hils [ H L92] oder
E.P. Ginert [GI90a], [G.I90b].)

LabVi ew [ NAT93] ist eine visuelle Datenflul3sprache zur
MeRdat enerfassung und deren Auswertung. Al's G undbausteine
werden dem Anwender Uberw egend mathenati sche Funktionen zur
Verfligung gestellt, we sie im ingenieur-w ssenschaftlichen
Bereich haufig auftreten. Seinen besonderen Charakter erhalt
LabVi ew al | erdi ngs dadurch, dal3 el enmentare Baustei ne vorhanden
sind, die geeignet sind MDBwerte von der Hardware (in der
Regel PC-Ei nsteckkarten) entgegenzunehnen und andere w ederum
in der Lage sind, sowhl Daten fiar den Anwender geeignet

Syntax und Semanti k viseller Datenflusssprachen, Josef Hubl, ww. sss. de
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darzustell en und auch von di esem sol che entgegenzunehnmen. Zum
Bei spiel gibt es einen Baustein der eine MRreihe als Gaph
darstellen kann und einen anderen, der die Eingabe eines
nuneri schen Wertes erlaubt. (Siehe Bild A2.2.) Durch eine
Vi el zahl sol cher G undbausteine bietet LabView insbesondere
auch die Mglichkeit, uber ein Datenflul3netzwerk, ein eigenes
Userinterface zu definieren. Dabei werden die Objekte des
Userinterfaces in einem anderen Fenster dargestellt als das

Dat enf | ul3net zwer k, wobei j edoch j edes hj ekt der
Benut zeroberfl &che genau einem Synbol im Datenfl ul3netzwerk
entspricht. D.h., erzeugt der Anwender ein neues bjekt, so

Wi rd dem  Datenfl ul3net zwer k ei n ent sprechendes Synbol
hi nzugefigt. Die Unkehrung gilt allerdings nur, wenn des
hi nzugef tgt e Synbol ein oj ekt der Benut zer ober f| &che
reprasentiert. Der Datenflul3 zwi schen dem neuen Obj ekt und den
bereits vorhandenen (Objekten der Benutzeroberflé&ache wrd
anschlieBend im DatenflulBnetzwerk festgelegt, in dem die
passenden Verbi ndungen hergestellt werden. Die Trennung von
Dat enf | uBnet zwerk und Userinterface bietet hier nicht nur den
Vorteil der Ubersichtlichkeit, vielnehr ist es so, daR ein
fertiges Programm das fur den Einsatz vor Ot ausgeliefert
Wi rd, sich dem Endanwender nur noch in Form der
Benut zeroberfl d&che darstellt. Der interne Aufbau des Programms
bzw. das zugehorige DatenflulBnetzwerk interessiert dann nicht
nmehr .

Bei IconAuthor [AIM4] handelt es sich ebenfalls um ein
erfolgreiches System mt visueller Datenflu3sprache, das
ausschlieflich dazu di ent, ei ne Benut zer ober f | &che zu

definieren. Jedoch ist dieses System fiur den "Progranmerer”
in einer Hnsicht nicht so konfortabel we LabView Zwar
werden auch hier das DatenfluBnetzwerk und das Userinterface
in zwei verschieden Fenstern dargestellt, jedoch ist |etzteres
nur sichtbar, wenn das erstellte Programm ausgefidhrt wird.
Neben anderen Nachteilen hat dies zur Folge, dall der Autor
bzw. Anwender von |conAut hor bei groReren Progranmen, (als in
Bild A2.4 dargestellt,) nur mt Mihe herausfinden kann,
wel ches Obj ekt der Benutzeroberfl ache durch wel ches Synmbol im
Dat enf | uBnet zwerk représentiert wrd.

Da | conAut hor ein Aut orensystem i st, das in den
ver schi edensten  Fachgebi eten zur Erstellung interaktiver
Ler nprogramme  ei ngesetzt werden soll, wurde  bei sei ner

Konzeption besonderer Wert auf eine einfache Bedi enung gel egt.
Aus diesem Gund wird der Datenflul3 zwi schen den Synbol en nur
I n eingeschrankter Form unterstutzt. Fast alle Daten, die ein
Knoten verarbeitet, werden uUber Di al ogboxen dem ent sprechenden
Synbol zugeor dnet . Dies hat zur Fol ge, dalR fast alle
Grundbausteine (bis auf die Programmverzwei gung) nur einen
Ei n- und einen Ausgang besitzen. Damt wird erreicht, dal das
Dat enf | uBnet zwerk eine besonders Ubersichtliche  Struktur
erhalt. |Insbesondere ernbglicht dies aber auch, dal die
Ver bi ndungen zwi schen den Knoten vom Editor autonatisch
erstellt werden koénnen, in dem der Anwender ein Synbol
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ZwWi schen zwei anderen oder unter einem anderen Synbol
pl aziert.

Al's Abschl u3 der Diskussion um |IconAuthor soll noch kurz auf
die Menge der Gundbausteine eingegangen werden, die den
Charakter dieses Systens pragen. Da Dbei | conAut hor im
Normal fall zw schen den Synbol en fast keine Daten ausgetauscht
werden, ist es nicht verwunderlich, dalR es so gut w e keine

Syntax und Semanti k viseller Datenflusssprachen, Josef Hubl, ww. sss. de
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Bild A2.2: Das Editierfenster (oben) und das Anwendungsfenster
(unten) des MeRdat enauswertungssystens LabView. Durch
das Anklicken eines nbjekts auf dem Anwendungsfenster
kann das zugehorige Synbol im DatenfluBplan ernmittelt
wer den.
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Mit OK wird das Programm beendet.
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Bild A2.4: Das Editierfenster (oben) und das
Anwendungsf enst er (unten) des Aut or ensyst ens
I conAut hor. Das dargestellte Programm |d&dscht den
Bi |l dschirm zeichnet einen Kreis und wartet nach der
Ausgabe ei ner Nachricht auf die Ei ngabe des Anwenders.
Danach beendet es sich automatisch.
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Grundbaust ei ne mt arithnetischen oder mat hemat i schen
Funktionen gibt. Mn findet dort jedoch alle G undbausteine,

die notwendig sind, vom Anwender interaktive Eingaben uber

Maus und Tastatur entgegenzunehnen, Gaphik wie z.B. Linien,

gefullte Flachen, Text, usw. oder nmnultinmedi ale Ausgaben w e
z. B Ani mat i onssequenzen und Vi deocl i ps am Bildschirm
darzustellen. Letzteres beinhaltet natirlich auch die Ausgabe
des Tons Uuber Kopfhorer oder Lautsprecher. Es gibt aber auch
Grundbaust ei ne, die unabhangig von der Dar bi etung von
Vi deoclips den Einsatz von Misik und Sprache zur Unternmal ung
des Lehrstoffes erl auben.

Da sowohl LabView als auch IconAuthor von ihrer Konplexitat
und i hrem Aufbau her nicht geeignet sind, den Gebrauch bzw.
die Anwendung des Editors einer visuellen Datenflul3sprache
kurz und pragnant darzustellen, soll dieser Aspekt nachfol gend
anhand des Systens VPLE [ FHRO3b] bzw. der vi suel | en
Dat enf | uBsprache DIGA SIM [ FHR93a] erodrtert werden.

VPLE (Vi sual Progranm ng Language Environnent) I st ein
Progranm ersystem mt dem es nbglich ist, je nach Art der
G undbaust ei ne, visuelle Datenflul3sprachen unterschiedlichsten
Charakters zu erstellen. Es wiurde zeitgleich zu dieser Arbeit,
an der Fachhochschule Regensburg entw ckelt, wobei viele
Er gebni sse dieser Arbeit in das Projekt einflossen. Dies
fuhrte ni cht nur zZu ei nem ver gl ei chswei se kur zen
Ent wi ckl ungszei t raum sondern auch Zu ei ner auller st
effizienten Inplenentierung. Das hei 3t, Programme die mt VPLE
bzw. DIA@SIM erstellt wurden, zeigten ein wesentlich besseres
Lauf zeitverhalten und bendtigen weniger Speicherplatz als
solche die mt LabView oder IconAuthor erstellt wurden. (Wbei
hi er angenerkt werden nufl3, dall sich eine derartige Wrtung,
auf grund der verschi edenen Anwendungsbereiche, natdrlich nur
auf Auffalligkeiten beziehen kann, we sie ein subjektiver
Bet racht er wahrni nmt .)

Al's exenplarisches Beispiel wrde mt VPLE die visuelle
Dat enf | uBsprache DIA SIM entw ckelt, die zur Erstellung und
Simulation von el ektronischen Logi kschal tungen  verwendet
werden kann. Al's Gundbausteine stehen dabei nicht nur alle
el ementaren, elektronischen COperatoren we UND Gatter, ODER-
Gatter, USW. zur Ver f Gigung. Es si nd auch ei ni ge
Anzei geel emente we z.B. D oden oder Hexadezi mal anzei ge
vor handen. Auch gibt es interaktive Bauelenente we z.B.
verschi edene Schalter. (Vgl. Bild A2.6 (1), das Meni rechts.)
I m graphischen Editor werden alle Bausteine so dargestellt,
dal sich die Eingadnge links und die Ausgadnge rechts des
zugehorigen Synbols (lcons) befinden. (In Bild A2.6 (2)
besitzt der UND Baustein |inks/oben zwei Eingange und einen
Ausgang.) Dabei sind die Ein- bzw. Ausgange Stellvertreter der
Ei n- bzw. Ausgabeparaneter der Funktion, die durch das Synbol
reprasentiert wrd.

Mochte der Anwender nun zum Zwecke der Simulation eine eigene
Logi kschal tung auf bauen, so erzeugt er durch das O fnen eines
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Fensters ei nen neuen und zunachst noch | eeren,
zusamengeset zt en Baust ei n, in den er ei ne geeignete
Konbi nation von el enentaren Bausteinen (mt Ei n- und

Ausgangen) kopiert und deren Ausgange Uber Leitungen mt den
Ei ngangen anderer Bausteine verbindet. (Vgl. Bild A2.6 (4).)
Dabei kann der Anwender nicht beliebige Aus- und Eingange
m t ei nander verbinden. Vielnehr zeigt ihm die Farbe eines Aus-
oder Eingangs an, von welchem Typ dieser ist. (Des wird in
Bild A2.6 nicht gezeigt.) Wahrend des Erstellens von Leitungen
wacht der Editor daruber, dall der Anwender nur Aus- und
Ei ngange vom sel ben Typ ver bi ndet.

Mochte der Anwender die Funktionalitat eines selbst kreierten
Baust ei ns in ei nem anderen zusamengeset zt en Baust ei n
wi ederverwenden, so kann er diesen als Unterbaustein dort
einfugen. NatiOrlich macht dies nur dann einen Sinn, wenn der
ei nzuf igende zusanmengeset zte Baustein sel bst w eder Ein- und
Ausgange besitzt. D ese werden bei einem getffneten Baustein
al s aulere Ein- bzw. Ausgange bezeichnet und links bzw rechts
aulBerhal b des rechtecki gen Rahnmens dargestellt. Dabei kann der
Anwender fuUr einen zusanmmengesetzten Baustein beliebig viele
aulBere Ein- und Ausgange festlegen. (Vgl. Bild A2.6 (3).)

WIIl der Anwender seine neu konzipierte Logi kschaltung testen
so kann er durch einfache Anwahl eines Menupunktes den
Si mul at or bzw. I nterpreter starten. Da DG SIM auch
El ement ar baust ei ne zur Verfigung stellt, die Ein- und Ausgabe
von Testwerten erndglichen, kann der Anwender eine Folge von
Testwerten eingeben und, solange der Sinulator |[|&uft, ihre
Verarbeitung durch die Logikschaltung beobachten. Zeigt sie
ni cht das gewinschte Verhalten, so kann der Anwender in einem
nadchsten Arbeitszyklus seine neu entw ckelte Schaltung
editieren und danach weiteren Testlaufen unterwerfen. FEr
verfahrt nach diesem Mdus bis er mt seinem erreichten
Er gebni s zufrieden ist.

Ausgehend von den oben dargestellten Beispielen von visuellen
Dat enf | uBsprachen soll i nnerhal b  dieser Publ i kati on nun
f ol genden zwei Fragen nachgegangen wer den:

(1) We kann die Struktur eines zusammengesetzten Bausteins
bzw. ei nes Dat enfl ul3net zwer kes beschri eben werden?

(2) We kann einem zusamengesetzten Baustein bzw einem
Dat enf | uBnet zwerk durch den Sinmulator oder Interpreter
ei ne Funktionalitéat zugeordnet werden?

Mt der Beantwortung dieser Fragen eng verbunden ist die
Definition der Synt ax und Semant i k ei ner vi suel | en
Dat enf | u3spr ache. Dazu wird nun als nachst es das
Dat enf | uBnodel |  von seiner theoretischen Seite vorgestellt.
Vi suell e oder ergonom sche Aspekte spielen dabei keine Rolle
nmehr .
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Datei Bearbeiten ¥Yerbindung EinfAusgang Extras Fenster Hilfe
= ub001 B

Bild A2.6: Ein Beispiel fur die Erzeugung ei nes zusamengeset zt en
Bausteins in DIA SIM
Gezeigt werden die Arbeitsschritte: 1. "Erzeugen eines
neuen Bausteins ub0001", 2. "Einfugen von el ementaren
Unt er baust ei nen", 3. "H nzufigen von &ulleren Ein- und
Ausgangen", 4. "Herstellen von Verbi ndungen" und
5. "Einfigen des neuen Bausteins ub00l1 in einen
anderen Baustein nanens test".

Anner kung:

Eine visuelle DatenflulBsprache ist fur den Anwender um so
intuitiver er f alBbar, je mehr di e Dar st el | ung des
Dat enf | uRgraphen m t dem Erscheinungsbild der r eal zZu
mani pul i erenden Obj ekte Ubereinstimt. Unter di esem Aspekt i st

es oft angebracht, die aus technischen G idnden notwendi gen,

zusat zli chen Ei n- oder Ausgange mt ihren Verbi ndungen vor dem
Anwender zu verbergen. In DIG@SIM zum Beispiel, besitzt jeder

Baust ei n zZwei zusat zl i che Ei ngange. Di e zugehori gen
Ver bi ndungen werden dabei (fidr den Anwender nicht sichtbar,)

unmttel bar nach dem Ei nfigen eines Unterbausteins durch den
Editor erstellt.
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A2. 2 Das Dat enf |l ul3nodel |

A2.2.1 Das urspriungliche Datenfl ul3nodel |

Das ursprungliche Datenfl u3nodel | wurde in Bezug auf
sogenannt e Dat enfl uBmaschi nen entworfen [ GAJ82]. Dabei handelt
es sich bei den, den Knoten zugeordneten Funktionen, um
Funktionen im eigentlichen Sinne, d.h. im Unterschied zu
Prozedur en, die nmehrere Qutput-Paraneter haben  konnen,
besitzen sie genau einen Rickgabewert bzw. Qutput-Paraneter.
Da von diesen Funktionen desweiteren gefordert wrd, dal} sie
kei nen i nneren Zust and kennen und der Veer t ei nes
| nput paraneters von genau ei nem Quputparaneter einer anderen
Funktion gesetzt wird, wird das ursprungliche Datenfl u3nodel
unt er di esem  Aspekt auch al s rei nes Dat enf | u3nodel |
bezei chnet.

Im Gaphen des urspringlichen DatenfluBnodells kann der
Rickgabewert einer Funktion dber beliebig viele Kanten an
nachf ol gende  Funktionen zur Wei terverarbeitung abgegeben
wer den. Dagegen zeigen zu einem Knoten genau so viele Kanten

wie die zugehodrige Funktion |Inputparaneter besitzt. De
Rei henfol ge der eingehenden Kanten korrespondiert dabei mt
der Rei henfol ge der Inputparaneter einer Funktion.

Ein Programm kann, ebenso we eine Funktion, mehrere
| nput paraneter, aber nur genau ei nen Qutput paraneter besitzen.
Die Input- und CQutputparaneter eines Programs werden im
Dat enf | uRgraphen als speziell gekennzeichnete Pseudoknoten
bzw. Pseudof unkti onen dargestellt. (Siehe Bild A2.8.)

Ei ne Funktion w rd genau dann ausgefihrt, (nman sagt in diesem
Fall auch "sie feuert",) wenn all ihre Inputparaneter mt
einem Wert belegt sind. We bereits erwahnt, arbeitet sie nur
mt den Werten, die ihr als Inputparaneter zur Verfligung
stehen; kennt also keine inneren Zusté&nde. Dadurch st
gewahr | ei stet, dall eine Funktion unabhdngig von einem
Syst enzust and bei gl eichen Inputwerten stets dassel be Ergebnis
liefert.

Da zu einem Knoten genau so viele Kanten zeigen, we die
zugehori ge Funkti on | nput par anet er besit zt, kann ein
| nput paraneter nur von genau einer Vorgangerfunktion gesetzt
werden. Damit ist garantiert, dall ein Progranm determniert
abl auft, al so unabhangig von Zeitpunkt und unabhangi g von der
Rei henfolge, in der die Funktionen ausgefuhrt werden, stets
dassel be Ergebnis liefert [GAJ82].

I m urspriunglichen Datenflullnodell gibt es keine Datentypen,
d.h. alle flieRenden Token sind vom selben Typ. (D es ist
al | genein genug, wenn zum Beispiel nur nunerische Funktionen
verwendet werden und nur mt d eitkomazahl en gerechnet wrd.)

Syntax und Semanti k viseller Datenflusssprachen, Josef Hubl, ww. sss. de
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Bild A2.8: Ein Beispiel fur einen Gaphen des urspringlichen
Dat enfl uBnodel s aus [GAJ82]. Beschrieben wird dabei
di e Funktion x2-2*x+3.

A2.2.2 Die Schwachen des urspringlichen
Dat enf | uBnodel | s

Im Vergleich mt einer nodernen Hochsprache sind zwei
Nachtei |l e di eses Datenfl uRnodells sofort offensichtlich:

(a) Funktionen bzw. Prozeduren mt nur ei nem Rickgabewert sind
in der Praxis eher selten. In der Regel werden nehrere
Qut put paraneter gleichzeitig berechnet oder es wrd
zum ndest noch ein Fehl er code zur ickgegeben. I m
urspriungl i chen Datenfl ulBnodel |l ist dafir kein Platz.

(b) Nicht ohne Gund |aRt jede textuelle Programm ersprache
den Gebrauch von verschi edenen Datentypen zu. Einerseits
erleichtert dies dem Programmerer die Ubersicht zu
behal ten und reduziert damt die Fehleranfalligkeit seines

Pr ogr amms und zum ander en er héht es di e
Ver ar bei t ungsgeschw ndi gkei t durch den Prozessor. I m
Ver gl ei ch dazu bi etet das urspringliche Datenfl uBnodell in

di eser Richtung keine Unterstitzung an.

Abgesehen von diesen beiden gravierenden Nachteilen gibt es
noch einige Ungereintheiten im ursprunglichen Datenfl ul3nodell.
So missen zum Bei spiel Knot en, die Progranmein- oder
ausgabewerte reprdasentieren, gesondert gekennzeichnet sein.
Bei den Knoten missen also zwei Arten unterschieden werden.
AuBRerdem i st im urspringlichen Datenflu3nodell die prozedural e
Abst r akti on, d. h. die Wederverwendung von Code nicht
vor gesehen.

Aus eben diesen G inden wurden in der Witerentw cklung der
Dat enf | uBsprachen nach und nach alle Beschréankungen des
ursprungli chen Datenflul3nodells auller Kraft gesetzt. Mt dem
Auf heben der Beschr ankungen nahm natdrlich auch die
Konpl exitéat des DatenfluBnodells erheblich zu. Zudem wurden
di ese Erweiterungen des Mdells in der Regel auch nicht
einheitlich dokunentiert. |Im Bezug auf das urspringliche
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Dat enf | uBnodel | ist den heute existierenden Datenfl u3sprachen
eigentlich nur noch das Beschrei ben eines Programms durch den
Dat enf | ul3 gemei nsam

A2.2.3 Ein erweitertes Datenfl uRnodel |

Un die Struktur einer visuellen Datenflul3sprache wie DI AdSIM
beschrei ben zu koénnen, ist ein erwitertes Datenflul3nodell
notwendig. Die Gundstruktur ist dabei ebenfalls uber einen
anti symmetri schen, gerichteten G aphen gegeben. Jedoch werden
die Knoten je nach Aufgabe in verschi edene G uppen eingeteilt.
Al's erstes gibt es die Guppe der Knoten, die als (Funktions-)
Synbol e dargestellt werden. D ese werden im folgenden als
Subzentren bezeichnet. Den Subzentren sind andere Knoten, (die
die Input- und Qutputparanmeter reprasentieren) als E n- bzw
Ausgange zugeordnet. Dabei ist von besonderer Bedeutung, dal
ein Ei ngang (bzw. Ausgang) nur genau einem Subzentrum
zugeordnet sein kann und Verbi ndungen zwi schen den Subzentren
nur Uber die zugeordneten Aus- bzw. Eingange hergestellt
werden konnen. Alle Knoten die einen Subzentrum als Ein- bzw
Ausgang zugeordnet sind werden als innere E n- bzw innere
Ausgange bezeichnet. Dem gegenuber steht die Guppe der
aulBeren Eingange wund die der &uleren Ausgange, die die
Pr ogr anmei n- und ausgabepar anet er reprasenti eren. I m
al | geneinen Fall kann es noch eine Guppe von weiteren Knoten
geben, die dem Verzweigen von Verbindungen dienen. Diese
werden als Interinknoten bezeichnet. (In el ektroni schen
Schal t ungen wir den di esen di e Kont akt stel | en auf
Ver bi ndungsl ei t ungen ent sprechen.)

Ein derartig strukturierter Gaph wird im A2. Kapitel dieser
Arbeit als Subzentren-Netzwerk definiert und in Form eines
Tupels N=(G E, S,A) notiert. Dabei ist G(V,K) ein (spezieller)
gerichteter Gaph mt der Knotennenge V und der Kantennmenge K
Die Teilnengen E, S, A von V legen der Reihe nach die Menge
der aufBeren Eingadnge E, der Subzentren S und der &ul3eren
Ausgange A fest. Die Menge der inneren Eingadnge E(N, S) bzw
I nneren Ausgange A(N,S) wrd dann gerade durch alle Knoten
festgel egt, die Vorganger bzw. Nachfolger eines Subzentruns
sind. Bei den verbl ei benden, noch nicht qualifizierten Knoten
handelt es sich um Interinknoten. G bt es in einem Subzentren-
Net zwer k keine Interinknoten, (welches haufig der Fall ist,)
so wird dieses als gepacktes Subzentren- Netzwerk bezei chnet.

Der angedeut et e, spezielle Char akt er der beteiligten,

gerichteten G aphen bezieht sich darauf, dal in ihnen Kanten
bzw. Pfeile nur 2zw schen bestimten Knoten erlaubt sind (um
den Datenflul3 festzulegen). Des sind Kanten von &ulReren

Ei ngangen zu inneren Eingangen, Interinknoten oder A&ul3eren
Ausgangen, von Interinknoten zu &uf3eren Ausgangen oder inneren
Ei ngangen, von i nneren Ei ngangen zZu dem zugehdri gen

Subzentren, von Subzentren zu ihren inneren Ausgangen und von
i nneren Ausgangen zu Interinknoten oder a&ul3eren Ausgangen.
(VMgl. Bild A2.1.)
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Zur graphi schen Darstellung eines Subzentren-Netzwerkes gibt
es naturlich verschiedene Mglichkeiten (w e diverse visuelle
Dat enf | uBsprachen zeigen). Um eine gew sse Vereinheitlichung

innerhalb dieser Arbeit zu erreichen, soll hier vereinbart
werden, dall im Gaphen eines Subzentren-Netzwerkes alle
Knot en, die Subzentren reprasentieren, in Form Kl einer

Recht ecke dargestellt werden, andere dagegen als Pfeilspitzen.
Da innere Ein- bzw. Ausgadnge genau ei nem Subzentrum zugeor dnet
sind, sollen diese unmittelbar |inks bzw rechts neben dem
zugehorigen Subzentrum plaziert wer den. (Die zu einem
Subzentrum f Ghrenden oder davon ausgehenden Kanten werden al so
nicht explizit dargestellt.) Analog wird mt den &aul3eren Ein-
bzw. Ausgangen verfahren, die an der linken bzw. rechten Seite
eines rechteckigen Rahnens angetragen werden, der alle
beteiligten Subzentren mt deren Ei n- und Ausgadngen unfalit.
(Siehe Bild A2.12.)

» > >
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Bild A2.10: Der G aph eines Subzentren-Netzwerkes mit expliziter
Darstellung der Kanten, die von inneren Eingédngen zu
den zugehdrigen Subzentren (klei ne Rechtecke) oder von
diesen zu ihren inneren Ausgangen fihren. Andere
Pfeilspitzen représentieren &aul’ere Eingange (Ilinks),
aulere Ausgange (rechts) oder I nteri mknot en
(oben/Mtte).
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Bild A2. 12: Die nornale graphische Darstellung eines Subzentren-
Net zwerkes mt (&uBeren) Eingédngen, Ausgdngen und
I nt eri mknot en.

Ein derartiges Subzent r en- Net zwer k beschr ei bt di e
Basi sstruktur des erweiterten DatenfluBnodells jedoch noch
nicht ganz. Zuséatzlich dazu ist es notwendi g, den Knoten eines
Subzentren- Net zwer kes verschi edene Bewertungen oder Marken
zuzuordnen. Zum einen wird jedem Knoten ein Typ zugeordnet.
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Fir ein Subzentrum kennzei chnet dieser, welche Funktionalitat
di esem zugeordnet ist. Fur andere Knoten |egt dieser den
Dat entyp der Token fest, die auf den Kanten dazw schen flielRen
sol len. Letztere Typen koénnen nicht an den Kanten, sondern nur
an den Ein- und Ausgangen "festgenmacht" werden, da - wie nan
am Bei spiel von DIA SIM sieht - zu Begi nn der Desi gnphase noch
kei ne Kanten zu den Ei n- oder Ausgangen f ldhren.

Da in der Interpretationsphase ein Qutputparaneter einer
Funktion nur dann als |Inputparaneter einer anderen Funktion
verarbeitet werden kann, wenn beide vom selben Typ sind, muf3
deswei teren gefordert werden, dall die beiden Endknoten einer
Kante zw schen einem Aus- und einem Eingang vom selben Typ
sind. Derartige Subzentren-Netzwerke werden als fornmatiert
bezei chnet. In der graphischen Darstellung kénnen die Typen
ei nes formatierten Subzent r en- Net zwer ks dur ch ei ne
ent sprechende farbige Kennzeichnung bzw. durch verschiedene
Synbol e zum Ausdruck gebracht werden. (Siehe Bild A2.14.)

>j>

> B b F j

—»| F 4>~——7 >
< —] F —

Bild A2.14: Ein formatiertes Subzentren-Netzwerk. Dabei ist der
Typ eines Subzentrums Uber den kennzei chnenden,
i ndi zierten Buchstaben und der anderer Knoten Uber
sei ne Farbe (G austufe) gegeben.

\A 4

SchlieBlich fehlen noch zwei weitere Attribute, um die
G undstruktur des erweiterten Datenflul3nodells beschreiben zu
kénnen. Wahrend der Interpretati onsphase nmu3 es zw schen den
Ei n- bzw. Ausgangen eines Subzentrunms und den Input- bzw
Qut put paranetern der zugehdrigen Funktion eine eindeutige
Zuordnung geben. Da die Paraneter einer Funktion stets in
ei ner gew ssen Rei henfolge definiert werden, ist es dazu nur
notwendi g, auch fir die Ei n- und Ausgange eines Subzentruns
ei ne entsprechende Rei henfol ge festzul egen. Es korrespondiert
dann der i-te Eingang (Ausgang) eines Subzentruns mt demi-
ten | nput par anet er ( Qut put par anet er) der zugeor dnet en
Funktion. Aus G unden der WMbglichkeit zur conputergerechten
Darstel l ung sol cher Subzentren-Netzwerke, wrd auch fiur die
Menge der Subzentren bzw. I nteri nknoten ei ne sol che
Rei henf ol ge fest gel egt. ( Auf di e zZu beschr ei bende
Funktionalitat haben diese allerdings keinen Einflu3.) Da den
Knoten dazu entsprechende 1ndizes zugeordnet werden, heilRen
derartige Subzentren-Netzwerk fortlaufend i ndi zi ert oder
geor dnet .
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Werden  bei der gr aphi schen Darstellung eines solchen
Subzentren- Net zwerks die Ei n- und Ausgadnge nicht (we in Bild
A2.14) inplizit als von oben nach unten geordnet angenommen,
so nussen sie die zugeordenten |Indizes explizit neben den
Knoten dargestellt werden. (Siehe Bild A2.16.)

2 3
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Bild A2. 16: Das geordnete Subzentren-Netzwerk von Bild A2.14 mt
explizit angegebenen | ndizes.

Bei den nachfol genden graphischen Darstellungen werden die
Ein- und Ausgange stets als von oben nach unten geordnet
angenommen und die entsprechenden Indizes weggel assen.
Ebenfalls nicht dargestellt werden die |Indizes der Subzentren
und Interinknoten, da sie we bereits erwdhnt, auf die zu
beschr ei bende Funktionalitat keinen Einflul3 haben.

Danmit die oben beschriebene Zuordnung (Subzentrum - Funktion)
auch korrekt ist, sind allerdings noch weitere Bedi ngungen zu
erfallen. So mull die Anzahl der Ein bzw Ausgdnge eines
Subzent runs ger ade m t der Anzahl der I nput - bzw.
Qut put par anet er der zugehorigen  Funktion Ubereinsti men.
AuBerdem nmuf3 der Typ des i-ten E n- bzw Ausgangs eines
Subzentrunms gerade dem Datentyp des i-ten Ilnput- bzw
Qut put paraneters der zugehorigen Funktion entsprechen. Fir das
beschrei bende Subzentren-Netzwerk bedeutet dies: [Ist zwei
Subzentren dersel be Typ zugeordnet, so besitzen sie dieselbe
Anzahl von Ein- und Ausgangen. AufRerdem nuf3 dar Gber hinaus der
Typ des i-ten EnNn- bzw Ausgangs des einen Subzentruns
identisch zum Typ des i-ten Ein- bzw. Ausgangs des anderen
Subzentrunms sein. Derartige, geordnete Subzentren-Netzwerke
bezei chnet man als typeni ndexkonform (Das Subzentren- Net zwerk
von Bild A2.14 bzw. Bild A2.16 ist typenindexkonform)
Ent sprechend hei Ren zweli Subzent r en- Net zwer ke paar wei se
zuei nander typeni ndexkonform wenn diese Bedingung fur die
Ver ei ni gung bei der Mengen von Subzentren gilt.

Da in dem beschrei benden Subzentren-Netzwerk Datentypen und
Funktionalitat nicht direkt angetragen werden, ist desweiteren
eine Zuordnung notwendi g, die jedem Subzentrentyp eine
Funktionalitat und jedem anderen Typen einen Datentyp mt
Wertenenge W eine sogenannte Auswahl abbil dung Ay zuordnet.
Letztere findet dann Verwendung, wenn bei der Interpretation
zu einem inneren Eingang oder &aulReren Ausgang nehr als eine
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Kante fuhrt. Wrd dem Typen eines Subzentruns eine Funktion
bzw. Prozedur zugeordnet, so ist dabei darauf zu achten, dal3
nur eine solche Funktion bzw. Prozedur zugeordnet werden darf,
deren Input- bzw CQutputparaneter zu den Ei n- bzw Ausgéangen
des Subzentrums passend si nd.

Typ Werteberei ch bzw. Datentyp
und Auswahl abbi | dung

> A A

» B Ag
C Ac

Typ Funktion bzw. Prozedur

F1 f1: BxC>CxA

F2 f 5 CXASA

F3 f 31 CXBXA—>CxBxC

Fa f 4. CxBxC—»B

> >
F4444J

}HAbﬁkj
-

\A 4

RN St

iy |

Bild A2.18: Beispiel far ein Dat enf | uBnet zwer k mi t
Typzuor dnungst abel | e.

Zusammenfassend kann also festgehalten werden, dal die
Struktur des erweiterten Datenflul3nodells beschrieben werden
kann, uber ei n formatiertes, geor dnet es und
t ypeni ndexkonf or nes Subzent r en- Net zwer k (nachf ol gend al s
Dat enf | uBnet zwer k bezei chnet) und eine Abbildung, die jedem
Subzentrentypen eine geeignete Funktionalitat und jedem
anderen Typen einen bestimten Datentyp mt Auswahl abbil dung
zuordnet .
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Gowohl di e Bedi ngung der Typeni ndexkonformitéat sehr restriktiv
I st, er geben sich fiur den  Anwender ei ner vi suel | en
Dat enf | uBsprache damt keine Problenme. We man am Bei spiel von
DIG SIM sieht, werden Unterbausteine (d.h. ein Subzentrum mt
seinen Ein- und Ausgéngen) stets als Ganzes kopiert, wobei dem
Anwender am Anfang eine Dbeschrankte G undnenge sol cher
Unt er bausteine in Form eines Menis zur Verfigung steht. Diese
Vor gehenswei se garantiert i nmplizit, dal das entstehende
Subzentren- Net zwer k aut omati sch zu jedem Zeitpunkt in sich und
zu den im MenU angebotenen Unterbaustei nen typenindexkonform
ist. Um sicherzustellen, dall es auch formatiert ist, |aBRt es
der graphische Editor nicht zu, Aus- und Eingange mt
unt er schi edl i chem Typ zu ver bi nden.

Das erweiterte DatenfluBnodell hebt nicht nur die beiden oben
genannten Nachteile des urspriunglichen DatenflulBnodells auf,
sondern erl aubt Uberdies auch auf natidrliche Art und Wise die
hi erarchi sche Strukturierung bzw. prozedurale Abstraktion

d. h., dem Typen eines Subzentrunms kann auch die durch ein
ander es Subzent r en- Net zwer k definierte Funktional it at
zugeordnet werden. Dabei ist allerdings weder (wie oben
beschri eben) darauf zu achten, dal dieser Typ nur einem
Subzentrum zugeor dnet werden kann, dessen Ein- und Ausgange in
Anzahl, Typ und Rei henfolge nmt den &aufReren Ei n- und Ausgangen
des die Funktionalitat beschreibenden Subzentren-Netzwerkes
Ubereinsti men. Da sowohl die Eingange jedes Subzentruns, als
auch di e &aulleren Eingédnge jedes Subzentren-Netzwerkes geordnet
sind, ist damt auf natirliche Art und Wise eine Zuordnung
zwi schen dem i-ten Eingang des Subzentruns und dem i-ten
auller en Ei ngang des zugeor dnet en Subzent r en- Net zwer kes
festgelegt. Geiches gilt fur die Ausgadnge des Subzentruns und
di e aulBeren Ausgange des zugeordneten Subzentren-Netzwerkes.
(Wgl. Bild A2.6 (5 und Bild A2.44.) Fur die 1In- und
Qut put paraneter der zugordneten Funktionalitéaten bedeutet
dies, dall der i-te Input- bzw Qutputparaneter der dem
Subzentrum zugeordenten Funktionalitat dem i-ten Input- bzw
Qut put par anet er der dem Subzentren-Netzwerk zugeordenten
Funktionalitat entspricht.

Vor di esem H ntergrund kann nun auch der Umrstand des ndglichen
Vor handensei ns von Interinknoten in einem Subzentren-Netzwerk
abschlieBend diskutiert werden. We weiter oben bereits
angenmerkt, gibt es in der Natur Systeme, die sich als
Subzentren- Netzwerke mt Interinknoten beschrei ben |assen. (Im
konkreten Fall kann dies zum Beispiel eine elektronische
Schaltung mt Lotstellen auf den Verbindungsleitungen sein.
Jede solche Loétstelle entspricht dann einem Interinknoten.) Da
vi suel | e Datenfl uBsprachen unter anderem dazu dienen, solche
Systene zu beschrei ben, treten prinzipiell auch dort
Interinmknoten auf. Von der theoretischen Seite betrachtet, ist
| ei cht ei nzusehen, dafi ein Subzent r en- Net zwer k m t
Interinmknoten in ein gepacktes Subzentren-Netzwerk udberfdhrt
werden kann, in dem man jeden Interinknoten durch ein
Subzentrum mt genau einem Ein- und einem Ausgang ersetzt,
wobei die neuen Knoten geeignet bewertet werden niissen. Fir
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manche Aspekte der Theorie und der Praxis ist dies eine ideale
Vor gehenswei se. Im Detail kann dies jedoch zu einem
zusat zl i chen Aufwand fuahren, der die gewonnene Vereinfachung
an anderer Stelle weder zunichte macht, da die Definition
geei gneter Bewertungen fir die neuen Knoten nicht leicht zu
beantwortende Fragen aufwirft. Zum Beispiel ist zu klaren,
wel cher Funktionstyp bzw. welche Funktion dem Subzentrum des
ersetzten Interinknoten zuzuordnen ist. Ei nem Subzentrum kann
ein passendes offenes Subzentren-Netzwerk als Typ zugew esen
werden. Welche Folgen hat dies? Usw. Um derartigen Problenen
vor zubeugen, wird nachfolgend stets der allgeneine Fal
"Subzentren- Net zwerke mt I nt eri mknot en” betrachtet, wenn
gleich auch an verschiedenen Stellen auf die besonders
gunstigen Eigenschaften von gepackten Subzentren-Netzwerken
hi ngewi esen wi rd.

Um I m f ol genden zZu ei ner Interpretation ei nes
Dat enf | uBnet zwerks des erweiterten Datenflul3nodells gel angen
zu koénnen, ist es zunachst notwendig, sich auf solche

Dat enf | uBnet zwer ke zu beschranken, die zykelfrei sind und
deren Subzentrentypen auf Funktionen bzw. Prozeduren ohne
i nneren Zustand verwei sen. Fur das erweiterte Datenfl ulR3nodel
sei en di ese nachf ol gend al s reine Dat enf | ul3net zwer ke
definiert. Ausgehend von der Interpretation solcher reiner
Dat enf | uBnet zwerke werden in einem Ausblick verschiedene
Anséatze vorgestellt, we unter Verwendung des Aspekts der
H erarchie, auch eine Interpretation von Datenfl ul3netzwerken
m t Zykel dur chgef Uhrt werden  kann. Eine detaillierte
Spezifikation dieses Vorgangs ist im Rahnen di eser Publikation
al l erdings nicht nmehr nbglich.
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A2. 3 Al l genei nes zur Interpretation eines
Dat enf | ul3net zwer ks

Unt er der Interpretation ei nes Dat enf | ul3net zwer ks des
erwei terten Datenfl ulBnodells ist der Vorgang zu verstehen, be
dem ei nem besti mrt en Dat enf | uBnet zwer k ei ne ei gene
Funkti onal it at zugeor dnet Wi rd. D e Interpretation des

Dat enf | uBnodel | s fest zuschrei ben gestal t et sich wei t aus
schwi eriger als dessen Beschreibung festzulegen. Allein das
Her auskristallisieren einiger intuitiver Anspriche an eine
derartige Interpretation bedarf der zusétzlichen Definition
von | sonor phi e- und Aqui val enzkl assen von Subzentr en-
Net zwer ken und einiger algebraischer Operationen darauf.
Ausfihrlich wird dies im A2. Kapitel dargestellt. Nachfol gend
sollen die zugehorigen Definitionen und Satze vereinfacht und
im Detail ungenau, aber daf ur nogl i chst anschaul i ch
W eder gegeben wer den.

A2.3.1 Das serielle und parallele Produkt

Bei genauerer Betrachtung der bisher gezeigten graphischen
Dar st el l ungen von Subzentren-Netzwerken offenbart sich, dald
eigentlich nicht einzelne Exenplare sondern |sonorphieklassen
von Subzentren- Net zwerken dargestellt wurden. Das hei3t, die
ent sprechenden Abbi |l dungen zeigen eigentlich nur die Struktur
der darzustel | enden  Net zwer ke. Anal og i st es bei der
Interpretation eines DatenflulBnetzwerks nicht notwendig, das

einzelne  Netzwerk, sondern  nur dessen  Struktur bzw.
Zugehori gkei t zZu ei ner besti mrt en Aqui val enzkl asse Zu
anal ysi eren. Di es ent spri cht auch unserer intuitiven

Anschauung, wonach zwei verschi edene Datenfl ul3netzwerke genau
dann dieselbe Funktionalitat beschreiben, wenn sie gleich

strukturiert sind. Im A2. Kapitel werden zwei geordnete,
formatierte Subzentren-Netzwerke bzw Datenfl ul3netzwerke als
aqui val ent definiert, wenn es ZW schen bei den ei nen

| sonor phi smus gi bt, der die Typen aller Knoten und die Indizes
aller inneren und &uferen Aus- und Eingange erhalt. (Soweit
auch die Subzentren und Interinknoten geordnet sind spielt
dies far die nachfolgend beschriebene Interpretation keine
Rol | e.) Auf di esen  Aqui val enzkl assen lassen sich nun
al gebrai sche Qperationen definieren, die sich anschaulich sehr
gut darstellen lassen und die stark an das parallele und
serielle Verschalten el ektroni scher Baustei ne erinnern.

Bild A2. 20 zei gt das parall el e Pr odukt zwei er
Dat enf | uBnet zwerke mt genau einem Subzentrum Dabei werden
die beiden G aphen (Ubereinander gestellt und zu einem
Subzentren- Net zwerk  zusammengef aldt. Die Zugehorigkeit der
ei nzel nen Knoten zu den Guppen "aullere Eingange", "aullere
Ausgange", "Subzentren”, usw. sowi e deren Typen andern sich
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dabei nicht. Die, die Odnung auf den Knoten definierenden
I ndi zes andern sich nur fur die aulBeren Ei n- und Ausgange des
zwei ten Oper at or s. (Die I ndi zes der Subzentren und
Interinmknoten &ndern sich zwar auch, dies ist fur die
Interpretation jedoch ohne Bedeutung.)
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Bild A2. 20: Das parallele Produkt zweier Datenflul3netzwerke des
erwei terten Datenfl ufB3nmodel | s.
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Bild A2.22: Das serielle Produkt zweier DatenflulRnetzwerke des
erwei terten Datenfl ulRnodel | s.

Bild A2.22 zei gt das serielle Pr odukt zwei er
Dat enf | uBnet zwerke mt genau einem Subzentrum Dabei werden
die Dbeiden G aphen nebeneinandergestellt und zu einem
Subzentren- Net zwer k zusamrengefalst. Dazu ist allerdings zu
benerken, dall das serielle Produkt zweier Datenflul3netzwerke
nur dann definiert ist, wenn die aulleren Ausgadnge des ersten
Operanden und die AaulReren Eingadnge des zweiten Operanden in
Anzahl und Typen genau Ubereinstinmen. Das heil3t, der i-te
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aulBere Ausgang des ersten Netzwerks ist vom sel ben Typ w e der
I-te &uRere Eingang des zweiten Netzwerks. D e Zugehori gkeit
der einzel nen Knoten zu den G uppen "aul3ere Ei ngange", "aullere
Ausgange", "Subzentren" usw., sowie deren Typen andern sich
bei der seriellen Operation nicht. Allerdings werden die
aulReren Ausgange des ersten Operanden und die auleren Ei ngéange
des zweiten Operanden entfernt und die daran anschlielRenden
Kant en Uber br tckt .

A2.3.2 Das Mnopol yid der Aquival enzkl assen

Das parallele und serielle Produkt koénnen nun  Uber
Repr dsentanten direkt auf die Menge der Aquival enzkl assen von
geordnet en Subzentren- Net zwer ken Ubertragen werden. Setzt nman
dann eine bestimmte Menge T von Typen voraus, so kann man
zeigen, daR die Menge aller Aquival enzkl assen von fornmatierten
und geordneten Subzentren-Netzwerken, die mt diesen Typen

bel egt sind, ein Mpnopolyid ( N.'F/~, x, op) bilden. (E ne genaue

Definition dazu wird im A2. Kapitel gegeben.) Vereinfacht
ausgedr ickt bedeutet dies, daR einerseits die Operation des
parall el en Produkts assoziativ ist und bezuglich dieser
Qperation ein Neutral el enent existiert und andererseits das
serielle Produkt partiell assoziativ ist und zu jedem El enent
eine links- und eine rechtsseitige Ildentitat existiert.
SchlielBlich und endlich muf3 auch noch das D stributivgesetz
fur Monopolyide erfillt werden, d.h.: Sind [H], [Hy], [Hs] und
[H4] vier Aquival enzkl assen von Datenfl uRnetzwerken und i st
[ Hi] o[ Hol, bzw. [ Hg] o[ Hyl definiert, SO i st
([Hu] o[ Fol ) x([Hs] o[ Hyl ) =([ Hh] x[ Ha] ) «([ Hol x[ Hsl ). (In Bild A2 24

wird dies durch die Vierteilung verdeutlicht).
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Bild A2.24: Eine Verdeutlichung des Distributivgesetzes
([H1]°[H2])x([H3]-[H4]) ([H1]X[H3])°([H2]X[H4]) f Gr

Monopol yi de. Net zwerk H ist dabei durch das
Subzentrum von Typ F; bestinmt.

Wenn gleich auch die Giltigkeit der Assoziativgesetze und des
Di stributivgesetzes fiur Monopolyide theoretisch nur sehr
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auf wendi g nachzuwei sen sind, so koénnen diese Cesetze dennoch
anschaulich leicht wverifiziert werden. Ebenso einfach |aft
sich feststellen, dall die ldentitat beziglich des parallelen
Produkts das |leere Netzwerk (d.h. das Netzwerk mt der |eeren
Menge als Knotennenge) ist. Die links- bzw rechtsseitigen
Identitéaten beziglich des seriellen Produktes sind gerade jene
Subzentren- Net zwerke bzw. deren Aquival enzkl assen, die auRer
den &ufleren Ein- und Ausgédngen keine weiteren Knoten besitzen
und bei denen es vom i-ten &ufReren Ei ngang genau eine Kante,
namich zum i-ten &uleren Ausgang gi bt und ungekehrt. (Siehe
Bild A2.26.)

Bild A2.26: Ein formatiertes und geordnetes Subzentren-Netzwerk
(Mtte) und seine links- bzw rechtsseitige ldentitat
beziglich des seriellen Produkts.
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Bild A2.28: Zwei zuei nander inverse Pernutationen.

Anhnl i ch W e es bei ander en al gebr ai schen St rukt uren
Unterstrukturen gibt, sind fur Monopolyide Unternonopolyide
definiert. Es handelt sich dabei im wesentlichen um

Tei | mengen, die bezuglich des parallelen und seriellen
Produkts abgeschl ossen sind. Da bei der Bildung der Produkte
kei ne zusatzlichen Subzentren oder |Interinknoten hinzukonmen,
ist es offensichtlich, daR die Aquivalenzkl assen der fast
| eeren Netzwer ke, al so solcher Subzentren-Netzwerke, die keine
Subzentren und keine Interinknoten beinhalten, ebenfalls ein
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Unt er nonopol yid néam i ch (Ng,x,ﬁﬂ bil den. An dieser Stelle se
auch auf die Menge IV$ all er Pernutationen hingew esen. Diese

stellen gerade die invertierbaren Elenente von N$/~ dar und

sind dadurch gekennzeichnet, dalR ihre Repréasentanten weder
Subzentren noch Interinknoten beinhalten und von jedem &ulReren
Ei ngang genau eine Kante zu einem auflleren Ausgang fuhrt und
ungekehrt.

(Vgl. Bild A2.28.) Sie bilden damt ein Unternonopolyid von

( N?,x,qj. Die Menge ru# der Identitaten ist nach dieser
Definition natdrlich eine Teilnenge von N$ und definiert

wi eder um ei n Unt er monopol yid von (N%, x op).

Ei ne besonders wi chtige Kategorie von Unternonopolyiden sind
hier die aus einer Teilnmenge von N$/~ er zeugt en Monopol yi de.

In [HUB95] wird gezeigt, daR fur jede Teilnmenge N von N$/~
m t N#QN' die Menge <N',f x ep> aller endlichen Produkte w eder

ei n Unt er nonopol yid von (N$/~gx,¢9 ist. Diese Mpnopolyide sind

hier deshalb von besonderer Bedeutung, da (nachfol gend)
gezei gt wer den kann, dal die Aqui val enzkl asse j edes
Dat enf | uBnet zwer ks ohne (echte) Zykel, das der Anwender einer
vi suel | en Datenfl uRBsprache erzeugt hat, Elenent eines solchen
Unt er nonopol yids ist. Eine besondere Rolle spielen dabei die
ei nf achen Net zwerke mt Subzentren und die einfachen
I nt eri nknot en. Dabei hei (3t ein formatiertes, geor dnet es
Subzentren-Netzwerk ein einfaches Netzwerk mt Subzentrum
wenn es genau ein Subzentrum keinen Interinknoten und genau
gleich viele aulBere wie innere Ein- bzw Ausgédnge besitzt und
von jedem aul3eren Ei ngang zu jedem inneren Eingang, sSo w e von
jedem inneren Ausgang zu jedem &auleren Ausgang genau eine
Kante fidhrt, wobei die Endknoten densel ben Index besitzen. Je
nachdem ob ein einfaches Netzwerk mt Subzentrum noch
zusat zl i che, schl auf enbi | dende Kanten von einem inneren
Ausgang zu einem inneren Eingang enthéalt, heil3t es ein
ei nfaches Netzwerk mt oder ohne Schlaufen. (Vgl. Bild A2.30.)

N

> >

7

Bild A2.30: Ein einfaches Netzwerk ohne Schlaufen (links), ein
ei nfacher Interinknoten (Mtte) wund ein einfaches
Net zwerk mt Schl aufen (rechts).
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Bei einem einfachen Interinknoten dagegen handelt es sich um
ein formatiertes, geor dnet es Subzent r en- Net zwer k ohne
Subzentrum mt genau einem Interinknoten, einem &ul3eren
Ei ngang und ei nem &aulleren Ausgang, wobei ersterer Uuber eine
Kante mt dem Interinknoten und dieser mt dem auf3eren Ausgang
verbunden ist. (Vvgl. Bild A2.30.)

Es ist offensichtlich, dalR jedes Subzentrum mt seinen Ein-
und Ausgangen bzw. jeder G undbaustein, der dem Anwender einer
vi suel | en Pr ogranm er sprache im  Menu angebot en W rd,
ei nei ndeutig ein einfaches Netzwerk ohne Schlaufen definiert.
Ebenso definiert jeder auftretende (Daten-)Typ eineindeutig
ei nen einfachen Interinknoten. Die Menge der Aquival enzkl assen

all dieser Netzwerke sei als N# definiert. Es zeigt sich nun,

das jedes zykelfreie DatenflulBnetzwerk, das der Anwender aus
den G undbaustei nen erzeugen kann, gerade in das parallele und
serielle Produkt der zugehoérigen einfachen Netzwerke mt
Subzentrum und einfachen Interinknoten zerlegt werden Kkann,
wobei in einer derartigen Zerlegung allerdings auch noch
beliebige fast I|eere Netzwerke (ohne Subzentren und ohne

Interinknoten) auftreten koénnen. Wahlt nan nun N'Z=N-(|)—UN£I|'-, SO

besteht das von N erzeugte Mnopolyid <N, x ep> gerade aus den
Aqui val enzkl assen aller Datenfl ul3netzwerke, die der Anwender
ei ner visuellen Datenflul3ssprache aus den G undbausteinen
erzeugen kann. Doch bevor hier weiter ins Detail gegangen
wird, sollen zuvor noch andere Aspekte der Interpretation
ei nes Datenfl u3net zwer ks angespr ochen wer den.

A2. 3.3 Das Mnopol yid der Funktionen

Soll im Fall der Interpretation einem Datenflul3netzwerk bzw.
sei ner Aquival enzkl asse eine Funktion zugeordnet werden, so
stehen dabei nicht alle nbglichen Funktionen zur Verfligung.
Vielmehr sind nur solche erlaubt, die passend zu den
Wertenmengen der Datentypen sind. Vorausgesetzt wird also eine
Menge 6, die all diese Wertenengen, sowie die |eere Menge (9)
als Elenmente enthdlt wund die beziglich des cartesischen
Produkts abgeschl ossen ist. Von Bedeutung ist dann die Menge Fy
al l er Funktionen bzw. Abbil dungen zw schen di esen Mengen, denn
es zeigt sich, dalR auch auf der Menge Fy ein paralleles und
serielles Produkt definiert werden kann, so daB (Fgx ) ein
Monopolyid ist. Auf diese Konstruktion soll kurz genauer
ei ngegangen wer den.

Sind fqi:A;—>B; und fy  A>—»B, zwei Funktionen aus Fg so ist

fle 2:A1XA2—>B]_XBZ durch (fle 2)((X1, Xz)): =(f1(X1), f2(X2))
definiert. Ist andererseits Bj=Ay, so wird fqef,: Ay7>B, durch
(fqefo)(Xxq):=fo(fq(xq1)) festgelegt. (D e Ubliche Operation "o"
m t (foof 1) (xq):=Fo(fq1(Xxq)) i st far di e nachf ol genden
Dar st el | ungen nicht geeignet, da die Rei henfol ge der Operanden
ni cht m t den Oper at i onen auf Subzent r en- Net zwer ken
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harnmoniert.) Fur beide Operationen ist das Assoziativgesetz
bzw. das partielle Assozi ati vgeset z, sow e das
Di stributivgesetz fir Mnopol yi de extrem | ei cht nachwei sbar.

Di e Voraussetzung, dall & ein Elenent von Fy ist, liefert die
Mogl i chkeit, die |leere Menge als das Neutral el enent beziglich
des cartesischen Produkts "x" festlegen zu koénnen. Die

idealisierte Nullfunktion O0:9—->Yd kann dann als ldentitat
bezuglich des parallelen Produkts herangezogen werden. (Mt

i deal i sierten Funktionen, die & als U sprungs- oder Bildnmenge
besitzen, ist leichter wungehen, wenn man sie sich als
al gorithm sche Prozeduren vorstellt, die keine Input- oder

kei ne CQut put paraneter besitzen.) Fiur f:A>B ist die links- bzw
rechtsseitige ldentitéat beziglich des seriellen Produkts udber
di e identische Abbil dung auf der Menge A bzw. B gegeben.

Allein die Ahnlichkeit zw schen der Struktur der eben
beschri eben Menge von Funktionen bzw. Prozeduren und der Menge
der Aquival enzkl assen der erzeugten DatenfluRnetzwerke | aRt
ver mut en, dall es nmbglich sein  konnte, jedem reinen
Dat enf | uBnet zwerk bzw. seiner Aquival enzkl asse genau eine
Funktion zuzuordnen. Um jedoch eine sinnvolle Zuordnung zu
erhalten, ist es notwendig, die Auswahl aus der Vielfalt
nmobgl i cher Zuordnungen ei nzuschranken, indem an eine derartige
Zuor dnung wei tere Bedi ngungen geknupft werden.

A2.3.4 Intuitive Forderungen

Nach der Definition des erweiterten, reinen Datenflul3nodells
ist also zum einen das von einer Teil nmenge N'g;N$ erzeugte

Unt ernonopol yid <N',x, ep> aller endlichen Produkte und zum
anderen das Mnopolyid (Fg x, ¢ der Funktionen gegeben. Jedem
Typ eines Ein- oder Ausgangs ist eine Wrtenenge zugeordnet
und die Typen der Subzentren verweisen auf Funktionen deren
I nput - und Qutputparaneter in Typ (Wertenenge) und Anzahl mt
den Ein- und Ausgéngen des Subzentruns korrespondi eren.

Daraus ergeben sich nun fir die Interpretation einige
I ntuitive Forderungen:

(1) Das leere Netzwerk soll der Nullfunktion O zugeordnet
wer den.

(2) Den Subzentren-Netzwerken, die Ildentitaten darstellen,
sollen als die entsprechenden identischen Abbildungen
interpretiert werden. (D e Typen der &aufleren Ei ngdnge bzw.
die entsprechenden Wertenengen |[|egen diese eindeutig
fest.)

(3) Dem parallelen Produkt zweier Subzentren-Netzwerke sol
al s Funktion gerade das parallele Produkt der Funktionen
der einzel nen Operanden zugeordnet werden.
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(4) Ist das serielle Produkt zweier Subzentren-Netzwerke
definiert, so soll diesemals Funktion gerade das serielle
Produkt der Funktionen der einzel nen Operanden zugeordnet
wer den. Dabei w rd vorausgesetzt, dall di eses Produkt dann
auch definiert ist.

Di ese Forderungen kennzeichnen gerade strukturerhaltende
Abbi | dungen von einem Monopolyiden in einen anderen. In
[ HUB95] wer den di ese al s Monopol yi den- Hononor phi snen
definiert. Daraus kann gefolgert werden, dall das Problem der
Interpretation eines Datenflul3netzwerks identisch dazu zu i st,
ei nen Monopol yi den- Homonor phi smus  von <N', x, ep> nach (Fg, x, ¢p)
angeben zu kdnnen.

Es stellt sich nun allerdings die Frage, we ein derartiger,
die Interpretation beschrei bender Mnopolyi den-Hononor phi snus
so festgel egt werden  kann, dalR die Interpretation zu
sinnvol | en Ergebnissen fidhrt. Zur Beantwortung dieser Frage
wird in nmehreren Stufen vorgegangen. Zunachst werden einige
speziell e Klassen von Datenfl ul3net zwerken betrachtet, die eine
bestimte Art und Wise der Interpretation nahelegen. Her

si nd i nsbesonder e ei nf ache Net zwer ke ohne Schl auf en,
Identitaten und Permnutationen zu nennen. Danach wrd ein
Monopol yi den- Hononor phi snus vorgestel It, der di e
Interpretation al l er f ast | eeren Dat enf | ul3net zwer ke

beschrei bt. Unter Anwendung einiger Satze aus der Theorie kann
dieser anschlielRend so erwitert werden, dalR damt die
Interpretation aller DatenflulRnetzwerke ohne echte Zyke
beschri eben wrd. Zum Abschlul3 werden noch einige Verfahren
vorgestel It, di e di e Interpretation bel i ebi ger
Dat enf | uBnet zwer ke, also auch solcher mt echten Zykel
zul assen.
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A2.4Die Interpretation spezieller
Dat enf | ul3net zwer ke

We weiter unten gezeigt wird, kann die Interpretation eines
bel i ebi gen zykel frei en Dat enf | ul3net zwer kes auf di e
Interpretation von Netzwerken zuruickgefuhrt werden, deren

Aqui val enzkl assen aus N% und N$ sind. Zwar hat man bei der

Interpretation von einfachen Netzwerken ohne Schlaufen und
ei nfachen Interinknoten fast jede erdenkliche Freiheit,
trotzdem drangt es sich als sinnvoll auf , bei der
Interpretation eines einfachen Netzwerks ohne Schlaufen (Vgl.
Bild A2.30) di esem gerade die Funktion des (einzig
vor handenen) Subzentruns zuzuwei sen. Ebenso sinnvoll ist es,
einem einfachen Interinknoten die identische Abbildung
zuzuordnen, die durch den Datentyp des Interinknoten bzw der
zugeordneten Wertenenge eindeutig festgelegt ist. (Fir den

spateren Cebrauch sei an dieser Stelle die Abbildung ¢"': N#—>F61

gerade so definiert, daR sie die eben beschriebene
Interpretation realisiert.)

Etwas konplizierter wird die Sache, wenn ein fast |eeres
Net zwerk H (d.h. [H eN%)-) interpretiert werden soll. Da es sich

bei ( N% x, ep) um ein Unternonopolyid von ( N-'F/ ~, x, op) handel t,
muld es sich, nach obigen Ausfdhrungen, bei der, di e
Interpretati on beschrei benden Abbildung ¢":( N% x, op) =>( Fg, x, *g)

einerseits um einen Monopol yi den- Hononor phi smus  handel n.
Andererseits aber sollen die aulleren Ein- bzw Ausgange eines
Dat enf | uBnet zwer kes gerade die Input- bzw Qutputvariablen
(Xj bzw. yj) der zuzuordnenden Funktion synbolisieren. Das
hei 3t, es sollte yj=x; sein, falls vom i-ten auferen Ei ngang
genau eine Kante zum j-ten aufBeren Ausgang fihrt. Allgenein
sollte der Wert der Variablen yj von den Kanten, die zumj-ten
aulBeren Ausgang fuhren und nur von diesen bestimt sein. Um
nun bei den Ansprichen gerecht zu werden, ist es notwendi g, dalR
zu jeder, im DatenflulRmodell auftretenden Wertenmenge W eine

sogenannt e Auswahl abbi |l dung Ay existiert. Dabei gilt nach dem
A2. Kapitel folgende Definition:

Definiert "-" die Konkatenation zweier Vektoren und ist WY
ei ne Wertenenge, sowie (W,:) das freie Mnoid der Vektoren mt
Konponenten aus Wmt A als Neutralelenment bzw. |eeren Vektor,
dann hei Bt ei ne Abbildung Ay W—W ei ne Auswahl abbi | dung auf W
wenn gilt:

(1) u,veW = ApfUV)=AyV-U)

(2) u,veW = Apuv)=Apf (ApU), Ay(Vv)))
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(3) u=(uyq,...,up) eEW mit uj=..=uy = Ay U)=U;

I st Ay eine Auswahl abbil dung auf W so ist |eicht einzusehen,

daR in einem Vektor ueW wegen (1) und (2) die Konponenten
bel i ebig vertauscht und wegen (2) und (3) nehrfach vorhandene
Werte (bis auf einen) gestrichen werden kénnen, ohne den Wert

von Ayu) zu verandern. Ebenso gestrichen werden konnen
Konponenten mit dem Defaul twert &y =Ay(A).

Ein typisches Beispiel fur eine Auswahlabbildung auf einer
Menge von nunerischen Werten, wie z.B. IN, ist max(u) mt der

maxi mal en Konponente von u als Ergebniswert und 3y =m n(IN,) =0.
Da im Conputer bekanntermalRen alle Werte als nunerische Wrte
dargestellt werden, kann al so davon ausgegangen werden, dall zu

j eder Wertenmenge auch ei ne Auswahl abbi | dung Ay definiert werden
kann.

Setzt man nun fur die Interpretation eines fast |eeren
Net zwerkes H mt [H]eN$ voraus, daf3 im DatenfluBnmodel |l far

jede Wertenenge W genau eine Auswahl abbildung Ay festgel egt
ist, so kann die, die Interpretation beschrei bende Abbil dung

¢":(N-(|)-,x, ep) >(Fg x, o) We folgt definiert werden:

st [H eN$- mt H=(N,v,17), n bzw. m die Anzahl der &ufReren Ein-
bzw. Ausgange von H, e bzw a der j-te auBere Ein- bzw.
Ausgang von H und X bzw. Y; die dem Datentypen t(ej) bzw. 1(a;)
zugeor dnet e Vért emenge, dann sei " ( N% x, op) =>( Fg, x, *g)
definiert durch ¢"([H):=f, wobei f fol gende Abbil dung ist:

f.: 0->d, falls n=ne0,
f:Xyxo .. xXy,—>d, falls nz0 und m=O,

f:->Yx. .. xYy, mt (yl,...,yn):=(8Y1,...,8Yn} falls n=0 und m:0,
foXyx. .. xXg=>Yyx .. xYy, mt (Yo Ym i =(Ay (X))o oo Ay (X))
falls n#0 und mO0, wobei der Vektor Xj::(le,...,xjn) m t

J1<...<]m durch die Menge aller Kanten (eji,aj) aus K(N)
definiert ist.

Mt etwas Aufwand | &Rt sich nun einerseits bewei sen, daR es

sich bei ¢" um ei nen Monopol yi den- Hononor phi sus handel t. (Vgl .
Satz A2.9.11.) Betrachtet nman andererseits die Funktion f
genauer, so zeigt sich, daR y;=x; ist, falls zumj-ten &ufleren
Ausgang genau ei ne Kante fUhr%. (Nam ich die vomi-ten &aulleren
Ei ngang.) Fuhrt zum j-ten auleren Ausgang keine Kante, so wrd
yj gleich dem Defaultwert &y gesetzt. Allgemein wird der Vert
der Variablen y; von allen’'Kanten festgelegt, die zum j-ten
aulBeren Ausgang fuhren. Damt definiert ¢" also nach obigen
Forderungen insbesondere eine sinnvolle Interpretation der
| dentité&ten und Permnutationen.
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Werden die bis hierher definierten Abbildungen ¢"' und ¢" zu
ei ner Abbildung ¢ : N%)-uN-lr—>F@ mt ¢ :=¢"" Up" zusammengefallt, so
beschr ei bt di ese bereits di e Interpretation aller
Dat enf | uBnet zwerke H mt [H] eN-(l)-uN-][-. Danmit ist jedoch bereits
die Interpretation aller zykelfreien Datenflul3netzwerke aus
dem von N :=N$uN11- erzeugten Mnopolyid <N, ¢p> festgelegt,
da nach demdritten Hauptsatz (Satz A2.9.19) ¢ zu (nur) genau
ei nem Monopol yi den- Hononor phi smus ¢ von <N', x, eg> nach (Fg, x, &)

fortgesetzt werden kann. Fir die Praxis genugt es allerdings
nicht zu wssen, dall der die Interpretation beschreibende

Monopol yi den- Hononor phi snus ¢ damt eindeutig fest gelegt ist.
Vielmehr ist es notwendig ein genaues Verfahren angeben zu
kénnen, das einem DatenfluBnetzwerk explizit genau eine
Funktion zuordnet. Die Gundlage dazu liefert w eder der
dritte Hauptsatz, jedoch mul3 dazu zunachst genauer auf die
Zer | egung von Dat enfl uBnet zwer ken ei ngegangen wer den.

Abschl i elend noch eine kurze, aber w chtige Randbenmerkung zur
etwas nilhevol |l en Definition von ¢": Leider ist es nicht noglich

¢" zuerst nur auf einer Teilnmenge von N$ zu definieren und
dann unt er Anwendung ei nes, dem dritten Haupt sat z,
ver gl ei chbaren Satzes auf ganz N$ fortzusetzen, da es sich bei

N-? im Gegensatz zu <N ,x, ep> um Kkein nattrliches Mnopolyid

handelt, d.h. jeder Monopolyiden-Hononorphisnus von N$ nach
(INy, +,+) bildet alle Elenmente auf die 0 ab.
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A2.5D e Zerl egung zykel freier
Dat enf | ul3net zwer ke

We bereits nehrmals erwihnt, ist die Aquival enzkl asse jedes
Dat enf | uBnet zwer ks El enent ei nes, von einer Teil nenge N gN$/ ~

erzeugten Unternonopolyids <N', x ep>. Um diese Behauptung nun
far den Fall von zykelfreien Datenfl ul3netzwerken zu bewei sen,
wird nachfolgend daraufhin gearbeitet zu einer solchen

Aqui val enzkl asse eine erzeugende Menge N angeben zu konnen.
Da das von N erzeugte Unternonopolyid gerade aus der Menge
der endlichen Produkte bzgl. "x" wund "e" Dbesteht, ist es
nahel i egend, zur Verifizierung von N in ungekehrter Richtung
vorzugehen und ein DatenflulBnetzwerk sozusagen in seine
Bestandteil e zu zerl egen.

A2.5.1 All geneines

Fir Subzentren-Netzwerke gibt es sehr einfache Kriterien
anhand derer entschieden werden kann, ob ein Netzwerk bzgl.
des parallelen oder seriellen Produkts zerl egbar ist.

Betrachtet man zunédchst das parallele Produkt. Ei n Subzentren-
Net zwerk ist genau dann das parallele Produkt zweier anderer
Net zwer ke, wenn die Menge seiner Knoten in (mndestens) zwei
di sjunkte G uppen aufgeteilt werden kann, so dall es keinen
Pfad von den Knoten der einen Guppe zu einem Knoten der
anderen Guppe gibt und jede Guppe mt &ueren Ein- bzw
Ausgangen auch alle &aulleren Ein- bzw Ausgange mt einem
dazwi schen |iegenden Index enthalt. In diesem Fall definiert
ger ade

jede dieser Teilnengen einen QOperanden fur das parallele
Produkt. (Vgl. Bild A2.20.)

Anal og kann ein Subzentren-Netzwerk genau dann als das
serielle Produkt zweier anderer Netzwerke beschrieben werden,
wenn die Menge seiner Knoten so in zwei disjunkte G uppen
aufgeteilt werden kann, dall eine Guppe alle &aul3eren Ei ngange
und die andere alle &ulReren Ausgdnge beinhaltet und es keine
Kanten von der Menge mt den aulleren Ausgangen in die Menge
mt den &aulleren Eingédngen gibt. D e Qperanden des seriellen
Produkts sind dann gegeben dber die jeweilige Teil nenge und
di e Verwendung der verbi ndenden Hal bkanten als &ufRere Ausgange
bzw. &ullere Ei ngange. (Vgl. Bild A2.22.)

Danmit eine Zerlegung in ein paralleles oder serielles Produkt
nmoglich ist, darf es also zw schen den beiden Teil nengen
ent weder keine oder nur Kanten in eine Richtung geben. Daraus
f ol gt unm ttel bar, dall ein Subzent r en- Net zwer k dessen
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Subzentren alle dber Zykel verbunden sind, nie Uuber das
paral |l el e oder serielle Produkt weiter zerlegt werden kann.

Ausgehend von obig gewonnenen Erkenntnissen wird als nachstes
ein Algorithmus vorgestellt, mt dem es nbglich ist, ein

Subzent r en- Net zwer k ohne (echte) Zykel bezuglich des
parallelen und seriellen Produkts in seine "Bestandteile" zu
zer | egen. Im Gegensatz zu den zykelfreien Subzentren-

Net zwer ken handelt es sich bei den Subzentren-Netzwerk ohne
echte Zykel um solche, in denen schl aufenbil dende Kanten vom
Ausgang eines Subzentrum zu einem Eingang dessel ben erl aubt
si nd.

A2.5.2 Ein Algorithmus zur Zerl egung ei nes
zykel frei en Datenfl uBnet zwer kes

Gowohl nachf ol gend di e Zer | egung von zykel frei en
Dat enf | uBnet zwer ken im Vordergrund steht, w rd der zugehorige
Al gorithnmus fur spatere Zwecke so allgenein formuliert, dal er
auch di e Zerlegung von Subzentren-Netzwerken ohne echte Zykel,
aber mt Schlaufen erlaubt. Al's wesentliches Ergebnis zeigt
sich dabei, daR zykelfreie Subzentren-Netzwerke in Netzwerke
zerlegt werden konnen, deren Aquival enzkl assen Elenente aus

N%JN% si nd.

Des einfachen Verstéandni sses wegen, ist der Algorithmus in
nmehrere Teilschritte bzw. Unteralgorithnen gegliedert. Ein
erster, wesentlicher Schritt besteht darin, ein gegebenes
Net zwerk in eine Folge von seriellen Faktoren zu zerl egen, die
ent weder genau ein Subzentrum und keinen Interinknoten, genau
einen Interinknoten und kein Subzentrum oder keines von beiden
ent hal ten. Dazu fol gender Al gorithnus:

Al gorithnus: ZERLEGUNG | N_FAKTOREN

/* Zerlegung in Faktoren die hotéchstens ein Subzentrum oder
hochstens einen Interinknoten enthalten. */

(0) Angenommen das gegebene Netzwerk H enthalt kein Subzentrum
und kei nen Interinknoten, dann: Stop.

*

(1) Suche ein Subzentrum s* oder einen Interinknoten i* der
bzw. das kein anderes Subzentrum und Kkeinen anderen
Interinknoten als Vorganger besitzt. Whle dazu ein
bel i ebi ges Subzentrum oder einen beliebigen Interinknoten
und gehe solange zu einem Nachfol ger (Subzentrum oder
I nteri nknoten), sol ange ein sol cher existiert.

(2) Ist der wunter (1) gefundene Knoten ein Subzentrum so
zerlege H mt dem Algorithnus ABSPALT _SUBZ in zwei
serielle Faktoren H und H, wobei H genau ein Subzentrum
und keinen Interinknoten enthalt. |st der gefundene Knoten
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ein I nt eri nmknot en, o) benut ze den Al gorit hmus
ABSPALT | NTERI M

(3) Merke H und fahre mt H mt Schritt (0) fort.

Angenonmen der von Al gori t hnus ABSPALT_SUBZ bzw.
ABSPALT_I NTERI M abgespaltete Faktor H enthalt genau ein
Subzentrum und kei nen Interinknoten bzw. ungekehrt, so zerl egt
di eser Al gorithnmus ein Subzentren-Netzwerk ohne (echte) Zyke
von rechts nach links in serielle Faktoren, die hbdchstens ein
Subzentrum oder hdchstens einen Interinknoten enthalten. D e
einzig kritische Stelle ist mt Schritt (1) gegeben, da die
Suche nach ei nem geei gneten Nachfolger in einer Endlosschleife
enden konnte. Dies ist jedoch nicht der Fall, da vorausgeset zt
wi rd, dall H keinen (echten) Zykel besitzt.

Al gori thnus: ABSPALT_SUBZ

/| * Abspal ten eines Subzentrunms s*, das kein anderes Subzentrum
und kei nen Interinknoten als Nachfol ger besitzt. */

(1) Durchlaufe alle aulBeren Ausgange und ermttle die Menge K
aller Kanten die zu diesen fiuhren und nicht von einem
Ausgang von s* ausgehen.

Fuge diesen alle Kanten hinzu, die zu einem Ei ngang von s*
f Ghren (und nicht von ei nem Ausgang von s* ausgehen).

(2) Bestime zwei disjunkte Knotennmengen A und E mt einer
ei nei ndeuti gen Zuordnung zu den Kanten aus K und ordne
jedem Elenment aus A bzw. E den Index wund Typ der
ent sprechenden Kante zu.

(3) Erzeuge zwei disjunkte Kopien H und H von H

(4) Losche aus H alle &uBeren Ausgange, alle Interinknoten
und alle Subzentren, mt ihren E n- und Ausgangen, die
ver schi eden von s* sind.

Nehnme die Knotennenge A als aullere Eingange hinzu und
ver bi nde j eden von diesen durch eine Kante mt dem Knot en,
zu dem di e ei ndeutig zugeordnete Kante aus K fihrte.

(5) Losche aus H alle auReren Eingange und s* nit all seinen
Ei n- und Ausgangen.
Nehnme die Knotennenge E als aullere Ausgange hinzu und
ver bi nde j eden von diesen durch eine Kante mt dem Knot en,
von dem di e ei ndeuti g zugeordnete Kante aus K ausgi ng.

(6) Stop! H eH =H.

Von der Giltigkeit der Aussage HeH=H kann man sich |eicht
uberzeugen, wenn man beachtet, dalB in Schritt (4) und (5) die
Knot ennenge von H in zwei disjunkte Teil mengen zerlegt wrd,
wobei gerade die Menge der Kanten K identisch zur Menge aller
Kanten zw schen diesen Teilnengen ist. (Kanten in die
Gegenrichtung kann es nicht geben, da H keine (echten) Zykel
besitzt.) Anschaulich gedeutet wird also in den Schritten (4)
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und (5) ein Schnitt durch H gelegt, der die Kanten aus Kin je
zwei Hal bkanten zerteilt. (Vgl. Bild A2.32.) D ese werden dann
mt End- bzw  Anfangsknoten vervollstandigt, die fur die
jeweilige Halfte von H als &ufRRere Aus- bzw. Aaul3ere Ei ngange
definiert werden. Da in Schritt (2) fidr die neuen Knoten die
Typen der zugeho¢rigen (Halb-)Kanten verwendet werden, st
sowohl H als auch H ein formatiertes Subzentren-Netzwerk.
AuBRerdem i st leicht zu sehen, dalR jede Reihenfol ge der Kanten
aus K zwar zu anderen |ndizes auf den &ulleren Ausgangen von H
bzw. den &uleren Eingangen von H fidhrt, aber stets H oH=H
gilt. Da s* kein anderes Subzentrum und keinen Interinknoten
als Nachfolger besitzt, enthalt H genau ein Subzentrum und
kei nen Interinknoten.

Schnittlinie |

ek — k|-

wll
|

wll

R >

Bild A2.32: Das Abspalten eines seriellen Faktors mt genau ei nem
Subzentrum unt er Ver wendung von Al gorithnus
ABSPALT_SUBZ.

Al gorithnmus: ABSPALT_ | NTERI M

*

/* Abspalten eines Interinknoten i”, der keinen Interinknoten
und kein Subzentrum al s Nachfol ger besitzt. */

(1) Durchlaufe alle &uReren Ausgange und ermttle die Menge K
aller Kanten, die zu diesen fihren und nicht von i”
ausgehen.

Fuge diesen alle Kanten hinzu, die zu i* fuhren.

(2) Bestime zwei disjunkte Knotennmengen A und E mt einer
ei nei ndeuti gen Zuordnung zu den Kanten aus K und ordne
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jedem Elenment aus A bzw. E den Index wund Typ der
ent sprechenden Kante zu.

(3) Erzeuge zwei disjunkte Kopien H und H von H

(4) Losche aus H alle auBeren Ausgénge, alle Subzentren mt
ihren Ein- und Ausgdngen wund alle Interinknoten die
ver schi eden von i* sind.

Nehnme die Knotennenge A als aullere Eingange hinzu und
ver bi nde j eden von diesen durch eine Kante mt dem Knot en,
zu dem di e ei ndeuti g zugeordnete Kante aus K fihrte.

(5) Losche aus H alle &uReren Eingange und i”.
Nehnme die Knotennenge E als aullere Ausgange hinzu und
ver bi nde j eden von diesen durch eine Kante mt dem Knot en,
von dem di e ei ndeutig zugeordnete Kante aus K ausgi ng.

(6) Stop! HeH=H

Von der Korrektheit dieses Algorithmus' kann man sich in
vol | konmener Analogie zu obigem Algorithnmus ABSPALT_SUBZ
Uber zeugen.

Die nachfolgenden Algorithnmen dienen nun dazu, die vom
Al gorithnus ZERLEGUNG | N FAKTOREN erzeugten seriellen Faktoren
in einfachere Bestandteile weiter zu zerlegen. Das Ziel dabe
ist es, zu einfachen Netzwerken mt Subzentrum und einfachen
I nterinknoten zu gel angen.

| st ein Subzentren-Netzwerk mt ent weder genau ei nem
Subzentrum und kei nem Interinknoten oder genau ei nem
Interimknoten und keinem Subzentrum gegeben, so sollen als
nachstes &ulRere Ein- und Ausgange abgespalten werden, von
denen nehrere Kanten ausgehen bzw. zu denen nehrere Kanten
f ahren.

Al gorithnus: ABSPALT _MIT_AE

/* Abspalten von &ufleren Ei ngadngen, von denen nehr als eine
Kant e ausgeht. */

(1) Durchlaufe alle aulBeren Ei ngange und ermttle die Menge K
all er Kanten, die von di esen ausgehen.

(2) Bestimre zwei disjunkte Knotennmengen A und E mt einer
ei nei ndeuti gen Zuordnung zu den Kanten aus K und ordne
jedem Elenment aus A bzw. E den Index wund Typ der
ent sprechenden Kante zu.

(3) Erzeuge zwei disjunkte Kopien H und H von H

(4) Losche aus H alle Knoten auler den &aulleren Ei ngangen.
Nehnme die Knotennenge A als aullere Ausgange hinzu und
ver bi nde j eden von diesen durch eine Kante mt dem Knot en,
von dem di e ei ndeuti g zugeordnete Kante aus K ausgi ng.

(5) Losche aus H, alle aueren Ei ngéange.
Nehnme die Knotennenge E als aullere Eingange hinzu und

Syntax und Semanti k viseller Datenflusssprachen, Josef Hubl, ww. sss. de



ver bi nde j eden von diesen

51

durch eine Kante nmt dem Knot en,

zu dem di e ei ndeutig zugeordnete Kante aus K fihrte.

(6) Stop! H eH =H.

Da die Menge der

| ei cht ei nzusehen,
Dabei enthalt H
besitzt nur
fuhrt. H dagegen besitzt
genau ei ne Kante ausgeht.

kei ne

nur
(Vval .

Kanten K w eder

dalR HeH =H ist.
Subzentren
sol che &aulRere Ausgédnge zu denen genau eine Kante

definiert, ist
Bild A2.34 oben.)
I nteri nknoten und

ei nen Schnitt

(Vval .
oder

sol che &aulere Ei ngange von denen
Bild A2.34 Mtte.)
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Bild A2.34: Das Abspalten von A&auBeren Ei ngangen bzw. &dulleren
Ausgangen, von denen nmehr als eine Kante ausgeht bzw.
zu denen nmehr als eine Kante fuhrt, als serielle
Fakt or en unt er Ver wendung des Al gorithnus

ABSPALT_MULT_AE bzw.

Al gorithnmus: ABSPALT _MIULT_AA

ABSPALT_MULT_AA,
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/* Abspalten von aulleren Ausgangen, zu denen nehr als eine
Kante fuhrt. */

(1) Durchlaufe alle aulBeren Ausgange und ermttle die Menge K
all er Kanten, die zu diesen fuhren.

(2) Bestimre zwei disjunkte Knotennmengen A und E mt einer
ei nei ndeuti gen Zuordnung zu den Kanten aus K und ordne
jedem Elenment aus A bzw. E den Index wund Typ der
ent sprechenden Kante zu.

(3) Erzeuge zwei disjunkte Kopien H und H von H.

(4) Losche aus H alle auReren Ausgéange.
Nehnme die Knotennenge A als aullere Ausgange hinzu und
ver bi nde j eden von diesen durch eine Kante mt dem Knot en,
von dem di e ei ndeuti g zugeordnete Kante aus K ausgi ng.

(5) Losche aus H, alle Knoten auler den &aulleren Ausgangen.
Nehnme die Knotennenge E als aullere Eingange hinzu und
ver bi nde j eden von diesen durch eine Kante mt dem Knot en,
zu dem di e ei ndeutig zugeordnete Kante aus K fihrte.

(6) Stop! H eH =H.

Anal og zum Al gorithnmus ABSPALT _MJUT_AE ist |eicht einzusehen,
daR HeH =H ist. Dabei besitzt H nur solche &aulRere Ausgange,
zu denen genau eine Kante fuhrt. H dagegen besitzt nur solche
aulBere Ei ngdnge, von denen genau eine Kante ausgeht. Aul3erdem
enthadlt H  keine Subzentren oder Interinknoten. (Vgl. Bild
A2.34 unten.)

Unt er Anwendung der Al gori t hnen ABSPALT _MULT_AE und
ABSPALT_MJLT_AA | &Rt sich also jedes Netzwerk H mt entweder
genau ei nem Subzentrum und keinem Interinknoten, genau einem
I nterinknoten und kei nem Subzentrum oder ohne beides, in drei
serielle Faktoren H, H, und H mt HeHeH=H zerl egen, wobei
H und H  Netzwerke sind, die keine Subzentren oder
I nterinknoten Dbeinhalten. H besitzt nur solche aullere
Ausgéange, zu denen genau eine Kante fdhrt und H besitzt nur
sol che aulere Ei ngange, von denen genau ei ne Kante ausgeht. Da
fur H, beides gilt, handelt es sich bei H, genau dann um eine
Pernmutation, wenn H, weder Subzentren noch Interinknoten
bei nhal t et .

Mt den néchsten beiden Al gorithmen sollen von ei nem Netzwerk,
das genau ein Subzentrum und keine Interinknoten besitzt und
von dessen &aulleren Ei ngangen genau eine Kante ausgeht und zu
dessen &aufReren Ausgédngen genau eine Kante fuhrt, innere Ein-
bzw. Ausgange abgespalten werden, zu denen ausgehend von den
aulBeren Ei ngdngen nicht genau eine Kante fuhrt bzw. von denen
ni cht genau eine Kante zu den &aul3eren Ausgangen fuhrt.

Al gorithnmus: ABSPALT MIULT I E
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/* Abspalten von inneren Ei ngadngen, zu denen ausgehend von den
aulBeren Ei ngdngen nehr als eine oder keine Kante fuhrt. */

(1) Bestime die Menge M aller &aul3eren Eingdnge deren Kante
(direkt) zu einem aufleren Ausgang fuhrt und fige dieser
all e inneren Eingange hinzu. Vergebe fortlaufende I|ndizes
so, dal3 di e Rei henfol ge der Knoten bei behalten w rd.

(2) Erzeuge zwei disjunkte Kopien H und H von H.

(3) Losche aus H alle Knoten aul3er den &uleren Ei ngangen und
fige eine Kopie der Knoten aus M als aullere Ausgange
hi nzu.

Ver bi nde jeden &ufRReren Eingang mt jedem neuen Knoten,
wenn entweder dessen Original identisch zu diesemist oder
ei ne Kante zu dessen Original fihrte.

(4) Losche aus H alle &auReren Eingange und filge eine Kopie
der Knoten aus M als &uf3ere Ei ngange hi nzu.
Ver bi nde jeden &auflReren Ausgang mt dem neuen Knoten, wenn
dessen Original mt diesem verbunden war und verbinde
j eden neuen Knoten nmt dem inneren Eingang, wenn dessen
Oiginal identisch zu diesemist.

(5) Stop! HeH=H

Bei Anwendung dieses Al gorithmus werden nicht nur die, durch
Kanten (ausgehend von A&ul3eren Ei ngangen) nehrfach oder nicht
bel egten inneren Eingange abgespalten, sondern auch die
aulleren Ei ngadnge so sortiert, dalB zuerst die &aul3eren Ei ngange
konmmen von denen eine Kante (direkt) zu ei nem &ufReren Ausgang
fuhrt und anschlielRlend die aulReren Ei ngange kommen, von denen
eine Kante zu einem inneren Eingang fuhrt. Uberdies sind
| etztere so sortiert, dall sie in der Reihenfolge mt den
i nneren Ei ngadngen harnonieren. (Vgl. Bild A2.36 Mtte.)
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Bild A2.36: Abspalten von nehrfach oder nicht belegten inneren

Ei n- bzw. Ausgangen m t dem Al gorithnus
ABSPALT_MULT_I E bzw. ABSPALT_MULT_I A

Al gorithmus: ABSPALT _MULT_I A

/*

oder

(1)

(2)
(3)

(4)

Abspal ten von inneren Ausgangen, von denen nehr als eine

kei ne Kante zu den &aul3eren Ausgangen fuhrt. */

Bestime die Menge M all er auleren Ausgénge, zu denen ei ne
Kante von ei nem aulleren Ei ngang fuhrt und fuge dieser alle
i nneren Ausgange hinzu. Vergebe fortl aufende Indizes so,
dalR di e Rei henfol ge der Knoten bei behalten w rd.

Er zeuge zwei disjunkte Kopien H und H von H.

Lésche aus H alle Knoten auler den &auf’eren Ausgangen und
fige eine Kopie der Knoten aus M als aullere Ei ngange
hi nzu.

Ver bi nde jeden A&auflReren Ausgang mt jedem neuen Knoten,
wenn entweder dessen Original identisch zu diesemist oder
ei ne Kante zu dessen Original fdhrte.

Losche aus H alle auRBeren Ausgange und fuge eine Kopie
der Knoten aus M als &auflere Ausgange hi nzu.
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Ver bi nde jeden &aufRReren Eingang mt dem neuen Knoten, wenn
dieser mt dessen Oiginal verbunden war und verbinde
j eden inneren Ausgang mit dem neuen Knoten, wenn dessen
Original identisch zu diesemi st.

(5) Stop! HeH=H

Anal og zum Al gorithrmus ABSPALT MJULT_ |IA werden auch hier die
aul3eren Ausgange sortiert. (Vgl. Bild A2.36 unten.)

Da die &ulReren Ein- bzw. Ausgange eines seriellen Faktors mt
genau einem Subzentrum bzw. Interinknoten nun in spezieller
Weise geordnet sind, Kkann ein derartiges Netzwerk unter
Ber tcksi chtigung  der For nel HyxHo=(Hyxl 5 ) o( 1 1, xHp) wei ter
zer|l egt werden.

Al gorithnus: ZERLEG PARA PRCD

/* Zerlegung <eines parallelen Produkts in zwei serielle
Faktoren */

(1) Bestinmme die Menge E aller &ulReren Eingange (mt Typ und
| ndex) von denen keine Kante zu einem &aulleren Ausgang
fahrt und bestinme die Menge A aller auleren Ausgédnge (mt
Typ und Index) zu denen eine Kante von einem aulieren
Ei ngang fuhrt

(2) Erzeuge zwei disjunkte Kopien H und H von H.

(3) Losche aus H das Subzentrum (bzw. den Interinknoten).
Ersetze in H alle &uReren Ausgange, die nicht zu A
gehéren durch eine Kopie der Knoten aus E und verbinde
Original und Kopie durch eine Kante.

(4) Ersetze in H alle A&auleren Eingange, die nicht zu E
geho6ren, durch eine Kopie der &aul3eren Ausgadnge aus A und
verbi nde Original und Kopie mt einer Kante.

(5) Stop! H eH =H.

Da das gegebene Netzwerk H das parallele Produkt H;xH, ist und
nach den Monopol yid-Axiomen gilt: HyxHy=(Hyxl 5) (1 1,xH), wobei
l o die linksseitige lIdentitat von H, und |4 die rechtsseitige
Identitat von H; ist, ist leicht einzusehen, dal HeH=H ist,
da in Schritt (3) gerade H=H;xly und in Schritt (4) gerade
H =l 1, xHy konstruiert wird. (Siehe auch Bild A2.38.)
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Bild A2.38: Zerlegung nach Al gorithnus ZERLEG PARA PROD.

In anal oger Wise w e bisher Subzentren-Netzwerke mt genau
ei nem Subzentrum und keinem Interinknoten in serielle Faktoren
zerlegt wurden, soll dies nun auch fir Subzentren-Netzwerke
m t genau einem Interinknoten und kei nem  Subzentrum
beschri eben werden. Dabei kann vorausgesetzt werden, dalR mt
den Al gorithmen ABSPALT MUT_AE bzw. ABSPALT _MJT_AA bereits
alle &auRBeren Ei ngdnge bzw.  auBBeren Ausgange als Faktoren
abgespal ten wurden, von denen nicht genau eine Kante ausging
bzw. zu denen nicht genau eine Kante fuhrte. Es soll nun
dar aus m t den Al gori t hnen ABSPALT MUT IE I und
ABSPALT _MIUT A1 ein Netzwerk extrahiert werden, in dem der
I nteri mknoten genau ei ne eingehende und genau ei ne ausgehende
Kante besitzt.

Al gorithnmus: ABSPALT MUT I E_I

/* Erzeugen eines Interinknotens, zu dem genau eine Kante
fahrt. */

(0) Fuhrt zumInterinknoten i* genau eine Kante, dann: Fertig!

(1) Bestime die Menge M aller &aufReren Eingange, deren Kante
(direkt) zu einem auleren Ausgang fudhrt und flge dieser
ei ne Kopi e des I nterinmknot en i * hi nzu. Ver gebe
fortl aufende Indizes so, dall der Extraknoten den hochsten
| ndex erhalt.

(2) Erzeuge zwei disjunkte Kopien H und H von H.

(3) Losche aus H alle Knoten aul3er den &uleren Ei ngangen und
fige eine Kopie der Knoten aus M als aullere Ausgange
hi nzu.

Ver bi nde jeden &ufRReren Eingang mt jedem neuen Knoten,
wenn entweder dessen Original identisch zu diesemist oder
ei ne Kante zu dessen Original fihrte.

(4) Losche aus H alle &auReren Eingange und filge eine Kopie
der Knoten aus M als &uf3ere Ei ngange hi nzu.
Ver bi nde jeden &uflReren Ausgang mt dem neuen Knoten, wenn
dessen Oiginal mt diesemverbunden war. (Der Extraknoten
wird mt demlInterinknoten verbunden.)

(5) Stop!
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Bei Anwendung dieses Algorithmus werden nicht nur die Menge
der Kanten, die zum Interinknoten fihren, auf genau eine Kante
reduziert bzw erweitert, sondern es werden auch die &uf3eren
Ei ngange so sortiert, dall zuerst die &ulleren Ei ngange konmen
von denen eine Kante (direkt) zu einem aul3eren Ausgang fulhrt.
Der |letzte &ulRere Eingang ist derjenige, von dem eine Kante
zum I nterinknoten fuhrt. (Vgl. Bild A2.40 Mtte.)

}
*
}
" —
» =
}
}
b »
» > L
> > o > =
» =
}
> Le
I L > >
LA Lo
: 1> o P °
*
}
Bild A2.40: Erzeugen eines einfachen Interinknoten mt den

Al gorithmen ABSPALT MULT I E | und ABSPALT MULT_IA I.

Al gorithmus: ABSPALT _MUT I A I

/* Erzeugen eines Interinknotens, von dem genau eine Kante
ausgeht. */

(0) Geht vom Interinknoten i* genau eine Kante aus, dann:
Fertig!

(1) Bestimre die Menge M aller &aul3eren Ausgange, zu denen eine
Kante von ei nem aul3eren Ei ngang fuhrt und fuge di eser eine
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Kopie des Interinknoten i* hinzu. Vergebe fortlaufende
| ndi zes so, dall der Extraknoten den hoéchsten I ndex erhalt.

(2) Erzeuge zwei disjunkte Kopien H und H von H.

(3) Losche aus H alle Knoten, aul’er den &auleren Ausgangen,
und flige eine Kopie der Knoten aus M als &ulRere Ei ngange
hi nzu.

Ver bi nde jeden &aulReren Ausgang mt jedem neuen Knoten,
wenn entweder dessen Original identisch zu diesemist oder
ei ne Kante zu dessen Original fidhrte.

(4) LOosche aus H alle &auReren Ausgadnge und filge eine Kopie
der Knoten aus M als auflere Ausgange hi nzu.
Ver bi nde jeden &auflReren Eingang mt dem neuen Knoten, wenn
dessen Oiginal mt diesemverbunden war. (Der Extraknoten
wird mt demlInterinknoten verbunden.)

(5) Stop!

Al's Nebenef f ekt der Al gori t hnen ABSPALT_MULT_I E_|I und
ABSPALT MULT IA 1 werden die A&aulReren Ei n- und Ausgédnge so
sortiert, dalR das Netzwerk, das den Interinknoten beinhaltet,

wi eder das parallele Produkt zweier Netzwerke ist und mt dem
Al gorithnmus ZERLEG PARA PROD in zwei serielle Faktoren zerl egt

werden kann. (Vergleiche dazu Bild A2.40 unten und Bild
A2.38.)

A2.5.3 Sequentielle Darstellungen

An dieser Stelle sollen die bisher gewonnenen Erkenntnisse zu
ei nem Zw schenergebnis zusamengefalit werden. Beginnend mt
dem Al gorithnmus ZERLEGUNG | N FAKTOREN kann jedes Subzentren-
Net zwerk in ein serielles Produkt von Faktoren zerl egt werden,
die entweder genau ein Subzentrum und keinen |Interinknoten,
oder genau einen Interinknoten und kein Subzentrum oder keines
von bei den beinhalten. Mt den weiteren Al gorithnmen kdénnen die
Faktoren, die genau ein Subzentrum beinhalten in ein Produkt
der Form HeH ' o(IxH")eH eH ' weiter zerlegt werden, wobei H' ein
einfaches Netzwerk mt Subzentrum | eine Ildentitat und
H,.H',H,H"' fast leere Netzwerke sind. Analog koénnen sol che
Faktoren, die genau einen Interinknoten beinhalten in ein
Produkt der Form HeH ' 'o(IxH")eH eH ' weiter zerlegt werden, so
dalR H' ein einfacher Interinknoten ist. Bezeichnet 0 das |eere
Net zwerk  bzw. das Neutral el enent bzgl . des parallelen
Produkts, so steht damt ein Al gorithnmus zur Verfigung mt dem
es noglich ist, jedes Subzentren-Netzwerk H ohne (echte) Zykel
in ein Produkt der Form H=(l¢1xHixlpg)e .. o(lipHpdpn) zu
zerl egen, wobei Ij,lp (nmeist zu O identische) Identitaten
sind und es sich bei den H um einfache Netzwerke mt
Subzentren, ei nfache Interinknoten oder um fast | eere
Net zwer ke handelt. Jede Zerl egung eines Subzentren-Netzwerkes
H dieser Form nennt man eine sequentielle Darstellung von H
Da es sich bei DatenflulRnetzwerken um Subzentren-Netzwerke
handelt, bietet nun jede sequentielle Darstellung eines
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Dat enf | uBnet zwer ks di e Miglichkeit, diesem eine Funktionalitat
zuzuordnen bzw. dieses als Funktion zu interpretieren.

Nur am Rande sei noch angenerkt, dalR fast |eere Netzwerke mt
ahnlichen Al gorithnmen wi e oben angegeben in ihre elenentaren
Bestandteil e zerlegt werden koénnten. (Vgl. Bild A2.19.) Fur
di e nachf ol gend beschri ebene Interpretation von
Dat enf | uBnet zwer ken i st di es jedoch bedeut ungsl os.

]
»<: :>> >

Bild A2.42: Beispiele fur unzerl egbare, fast |eere Netzwerke.
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A2.6 Die Interpretation zykelfreier
Dat enf | ul3net zwer ke

Den Schl Ussel zur Interpretation ei nes zykel frei en
Dat enf | uBnet zwer ks bieten seine sequentiellen Darstellungen.
Dazu f ol gender Ansat z:

I m vor her gehenden Abschnitt wurde ein Algorithnmus vorgestellt,
der zu jedem zykel freien Datenfl ul3netzwerk H eine sequentielle
Darstel lung der Form H=(l{q1xHpxdpg)e .. o(lipHyxlpn) ermttelt,
wobei es sich bei den Netzwerken I;; bzw. 1|, um ldentitaten
und bei den H um einfache Netzwerke ohne Schl aufen, einfache
Interimknoten oder um fast |eere Netzwerke handelt, d.h.

[H] e N?uN-lr. Dami t kennt man auch far di e

Aqui val enzkl asse [H eine sequentielle Darstellung, namich

[H =([1¢] 5[ Hl [ 1pa])e .. o([ Tt [H]-[1pn]), wobei die zu den
Identitaten gehodrenden Aquival enzklassen [l¢j] bzw  [1yi]

ebenfal | s El emente aus N$ sind. Da jedoch mt ¢': N?uN%aF@

bereits jeder Aquival enzkl asse aus NguN-lr eine Funktion
zugeordnet wird, i st es naheliegend [H die Funktion

OCLH ) =(¢" ([1eal) ¢ ([H]) <0 ([Tpa])) e - (¢ (THenl )¢ (DHA]) 0" ([16n]))

zuzuor dnen.

Da  [H =([1¢al[Hl[Ipa]l)e .. o([T¢nl [ Hl[1pnl) Fst und [I],
[Ibi],[|—|i]eN$uN-1r sind, ist |leicht einzusehen, dalR [H ein

El enent des von N'::NguN% er zeugten Unt ernonopol yi ds der

endl i chen Produkte <N, ep> ist. Auf der anderen Seite kann
ebenso einfach gefolgert werden, daB & [H)e(Fg % ¢) ist, da
(Fg x, ¢5) als Monopolyid bzgl. des parallelen und seriellen
Produkts abgeschl ossen ist. Aus diesen beiden Aussagen nun
vorschnell zu folgern, dall mt obigem Ansatz eine Abbildung
¢: <N', x, op>—>( Fy, x, op) definiert wer den kénnt e, war e im
al | geneinen ein verhangnisvoller Irrtum da zwei verschiedene
sequentielle Darstellungen einer Aquivalenzklasse [H zu
verschi edenen Werten von & [H) fuhren kénnten und damt ¢ nicht
mehr wohl definiert wére.

An dieser Stelle nmuf3 nun auf einige w chtige und nicht einfach
zu bewei sende Satze aus dem A2. Kapitel verw esen werden. D e
wi chtigste Voraussetzung, um diese Satze anwenden zu kdnnen
ist, dalR es sich bei <N ,x ey um ein natirliches Monopolyid
handelt, d.h. es existiert ein Monopolyiden-Honmonor phi smus von
<N', x, ep> nach (IN,, +,+) der m ndestens ein Netzwerk (bzw. eine
Aqui val enzkl asse) nicht auf die O abbildet. Unter dieser
Vor ausset zung kann mt dem zweiten Hauptsatz gezeigt werden,

dalR N ein a-voll kommenes Erzeugendensystem von <N', x, ep> i St,
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d. h. jede o-ubertragbare Abbildung von N' nach Fy kann zu genau
ei nem Mbnopol yi den- Hononor phi snus  fortgesetzt werden. Wrd

schlieBlich in Definition A2.9.13 N"'::N% gesetzt, so ist ¢

nach Satz A2.9.17 eine a-Ubertragbare Abbildung und kann nach
dem dritten Hauptsatz (Satz A2.9.19) Zu genau einem
Monopol yi den- Hononor phi snus ¢: <N', x, ep>—>( Fg, x, *p) fortgeset zt
werden, wobei explizit festgestellt wrd, dalB ¢([H ) nach
obi gem Ansatz berechnet werden kann. Insbesondere bedeutet
dies, dall jede sequentielle Darstellung von [H], unabhéangig
vom Algorithmus mt dem sie ermttelt wurde, zum sel ben Wert
von ¢([H) fuhrt.

Da fiur eine sinnvolle Interpretation eines zykelfreien
Dat enf | uBnet zwer kes gefordert wrd, dalR diese Uber einen
Monopol yi den- Hononor phi snus ¢ beschrei bbar sein nuf3, folgt
damt fdr die Praxis, dalB mt Festlegung der Interpretation

von ei nf achen Net zwer ken m t Subzent rum ei nf achen
Interinmknoten und fast |eeren Netzwerken (durch ¢'), auch
bereits di e Interpretation al |l er ander en zykel frei en

Dat enf | uBnet zwer ke festgelegt ist. Da es jedoch auch bei der

Festl| egung von ¢ nur eine nogliche, sinnvolle Aternative gab,
kann also mt gutem G und behauptet werden, dall es sich bei
oben beschriebener Art und Wi se wahrscheinlich um die einzige
Mogl i chkeit handelt die Interpretation eines zykelfreien
Dat enf | ul3net zwer kes sinnvol |l zu definieren.

Es sei an dieser Stelle auch kurz auf die Interpretation
hi erarchi sch strukturierter, zykelfreier Datenflul3netzwerke
ei ngegangen, da sich diese Thematik mt wenigen Séatzen
abschl i eBend behandeln |aRkt. We eingangs erwdhnt, erlaubt das
erweiterte DatenflulBnodell die prozedurale Abstraktion, d.h.
zZu ei nem vom Anwender er zeugt en, zusanmengeset zt en
Dat enf | uBnet zwerk kann ein neuer Gundbaustein generiert
werden. Dieser ist in seiner Struktur von der Anzahl der
auBeren Ein- und Ausgange des zusammengesetzten Bausteins und

deren  Typen und | ndi zes ei ndeutig bestimmt. Da dem
zusamengeset zten Baustein durch die Interpretation eindeutig
ei ne Funktion zugeordnet werden kann, ist es legitim dem

Typen des Subzentruns des neuen G undbausteins statt dieser
Funktion einen Verweis auf das entsprechende Netzwerk
zuzuordnen. Bei dem ganzen Vorgang wird also lediglich ein
neuer (Subzentren-) Typ definiert und die Menge der
er zeugenden Elenente um eins erweitert. Damt ist die
Interpretation hi erarchi sch strukturierter, zykel freier
Dat enf | uBnet zwerke zu der Interpretation normaler zykelfreier
Dat enf | uBnet zwer ke identisch, wenn die Verweise auf die
Unt er net zwerke zuvor durch die entsprechenden Funktionen
ersetzt werden.
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A2. 7Die Interpretation all genei ner Datenfl ul3-
net zwer ke

Der erste Schritt in Richtung einer Verall geneinerung obiger
Ausf uhrungen wrd getan, wenn statt zykelfreier Datenfl ul3-
net zwer ke solche ohne echte Zykel untersucht werden. 1In
Voraussi cht auf die damt verbundene Problematik wirden die
angegeben Al gorithnmen bereits so forrmuliert, dal sie auch die
Zer | egung von Dat enf | ul3Bnet zwer ken ohne echte Zykel
gewahrleisten. Da in diesen Netzwerken auch Schlaufen um
Subzentren erlaubt sind, konnen sie in einfache Netzwerke mt
oder ohne Schlaufen, einfache Interinknoten und fast |eere
Net zwer ke zerl egt werden. (Wahrend des Zerl egungsvorgangs sind
dabei die schlaufenbildenden Kanten zwar stets mt zu
kopi eren, ansonsten konnen sie jedoch einfach ignoriert

werden.) Wrd P&#) als die Qobernenge von N% definiert, die zu

j edem ei nfachen Netzwerk ohne Schlaufen aus N# auch alle
t ypeni ndexkonf ormen ei nfachen Netzwerke mt Schl aufen enthalt,

so liefert der beschriebene Al gorithnmus zu jedem Datenfl ul3-
net zwer k ohne echte
Zykel ei ne sequentielle Dar st el | ung der Form

[H =([1 ol [ Hil <[ Ppal ) oo oo o(T T enl I HAl <[ T pnl ) wobei far  die
ei nzel nen Faktoren [I¢;],[Ipi]l,[H] eN?Lﬂ¢? gilt. Es ist nun

ni chts nahel i egender, als die Abbildung ¢"' auf eine Abbil dung
von hﬁp nach (Fg x, 5) zu erweitern und die Interpretation eines

Dat enf | uBnet zwer kes ohne echte Zykel in voll komrener Anal ogie
zu obig beschriebener Methode zu definieren. Seitens der
Theori e ergeben sich dabei keine Problene, denn in Definition

A2.9.13 nmul3 dazu | ediglich N"'::hﬁp gesetzt werden. Jedoch i st

es eine offene Frage, we einfache Netzwerke mt Schlaufen
si nnvol | interpretiert werden  kdnnen. Zwar sind dazu
ver schi edene Ansét ze nahel i egend,; zur vol | st &ndi gen
Beantwortung dieser Frage nuf3 allerdings auf zukinftige,
prakti sche Erfahrungen verw esen werden.

Ebenso wunvollstandig beantwortet nul3 die Frage bleiben, we
die Interpretation beliebiger Datenflul3netzwerke (auch echte
Zykel sind erlaubt) sinnvoll zu definieren ist, da derartige
Net zwer ke wegen der echten Zykel nicht vollstandig in sol che
Faktoren zerlegt werden koénnen, die entweder genau ein
Subzentrum genau einen Interinknoten oder keines von beiden
ent hal t en. Ein LoOosungsansatz dieses Problem zu ungehen,
besteht nun darin, in einem DatenflulBnetzwerk mt echten Zykel
diese durch Substitution in Subzentren mt Schlaufen zu
uberfuhren. Sehr vereinfacht ausgedrickt muf3 dazu we folgt
vor gegangen wer den:
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Jedes, an einem echten Zykel beteiligte Subzentrum definiert
genau ein einfaches Netzwerk ohne Schlaufen. Damt definieren
all e am Zykel beteiligten Subzentren ein Netzwerk, das aus dem
paral l el en Produkt der zugehdrigen einfachen Netzwerke ohne
Schl aufen besteht. (Vgl. Bild A2.44.) Der Zykel wird nun durch
ein Subzentrum (mt Ei n- und Ausgangen) substituiert, das zu
dem durch das parallele Produkt dieser Faktoren definierte
Net zwerk ahnlich ist, wobei die Kanten zw schen den am Zyke

beteiligten Subzentren als schlaufenbildende Kanten auflen um
den neuen Baustein gelegt werden. Damt ist sichergestellt,

daR in Unkehrung der Reihenfol ge das Substituieren des neuen
Unt er baust ei ns dur ch das neue Net zwer k wi eder zum
Oiginal netzwerk fuhren wirde. (Vgl. Bild A2.44.) Unter
wi eder hol ter Anwendung di eses Verfahrens kénnen damit in einem
al | genei nen Dat enf | u3net zwer k alle echten Zykel Zu
Unt er baust ei nen mt Schl aufen reduziert werden.

Das so entstandene, hierarchisch strukturierte Datenfl ul3-
net zwerk ohne echte Zykel kann dann nach obigem Ansatz
interpretiert werden.

Ei ne andere Methode, Schlaufen oder echte Zykel aufzul dsen,

kann darin bestehen, Unt er baustei ne durch Netzwerke zu
substituieren, die gerade die Funktion des Unterbausteins
definieren. Im Fall, daR diese Funktion als das parallele

Produkt verschi edener anderer Funktionen beschreibbar ist,
kann di ese Methode zur Aufl 6sung des Zykels fuhren. (Vgl. Bild
A2.46.)

»> >
> >
L H B
> 3 .
N
ol PP >
1
%% q
> kK
id g L eI e
I 1 N
-
»»
H3

Bild A2.44: Die Substitution eines Zykels wunter Bildung eines
hi erar chi schen Net zwer kes.
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Bild A2.46: Aufl 6sen eines echten Zykels Uuber die Substitution
ei nes zusamengesetzten Unterbausteins durch sein
Net zwer k.

Oowohl beide hier vorgestellten Verfahren zur Aufl dsung echter
Zykel sehr vielversprechende Ansatze darstellen, nuf3 eine
detailliertere Analyse dazu versagt bleiben, da dies den
Rahnmen di eser Arbeit voll komen sprengen wirde.
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A2. NMat hemati sche G undl agen
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2.3 Ceordnete und indizierte Mengen .................... 71

In diesem Kapitel werden zunédchst kurz die wchtigsten
Begriffe aus der G aphentheorie, we z.B. gerichteter G aph
Knoten, Kanten, Pfad und Zykel eingefihrt, um spater darauf
auf bauend, Subzentren-Netzwerke definieren und anal ysieren zu
konnen.

Im Abschnitt "Tri-zyklische G aphen" wrd eine bestimte
Klasse von Graphen definiert. Es handelt sich dabei um tri-
partite, antisymetrische G aphen, deren Knoten auf bestinme
Art und Weise in drei Teilnengen bzw. Arten aufgeteilt sind

Sie sind deshalb von Bedeutung, da nan zum einen bei einer
"Wanderung" durch einen tri-zyklischen G aphen stets die Art
ei nes Knoten kennt und zum anderen jedes gepackte Subzentren-
Net zwerk, also ein solches ohne Interinknoten, durch einen
tri-zyklischen Graphen definiert wrd.

Abschl i elend werden schliel3lich stuckweise |inear geordnete
Mengen eingefdhrt und gezeigt, daB diese zu stiuckweise
fortlaufend indizierten Mengen &aquivalent sind. Es handelt
sich dabei um nichts anderes als um Mengen von Teil nengen, die
I hrerseits jeweils linear geordnet bzw fortlaufend indiziert
sind. lhre besondere Bedeutung kommt dann zum Tragen, wenn im
Fal | bewert et er Subzent r en- Net zwer ke ver schi edene
Knot ennengen, wie z.B. die Ein- und Ausgénge eines
Subzentruns, Uber Indizes geordnet werden.
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A2. 1 Ei nfuhrung in die G aphentheorie

In diesem Abschnitt sollen die in der G aphentheorie ublichen
und fur das Verstandnis der nachfol genden Kapitel notwendigen
Begriffe erklart werden. Vergleichbare Definitionen findet man
auch bei C. Berge [BER73] oder H Nolteneier [NOL76].

Eine Menge V mit einer Relation KcWxV hei 3t ein gerichteter
Gaph &G(V,K). Die Elenente von V bezeichnet man als Knoten
und die Elenente von K als Zuordnungen oder Kanten. Der G aph
hei 3t symmetrisch, falls aus (v,u)eK folgt (u,v)eK, gerichtet,
falls er nicht symretrisch ist und antisymretrisch, falls aus
(v,u)eK folgt (u,v)¢K 1In gerichteten G aphen bezeichnet man
die Menge Vu(v):={ueV:i(u,v)eK bzw Vy(v):={ueV:(v,u)eK} eines
Knoten v als die Menge der Vorganger bzw. Nachfol ger von v.
Va(Vv) UVp(v) hei 3t die Menge der Nachbarknoten von v. Sind die
Knoten oder Kanten eines G aphen gewichtet, d.h. es gibt eine
Menge My bzw. M, und eine Abbildung oq: V>M bzw. oay: K—>M, dann
hei Bt der Graph G kanten- bzw. knotenbewertet.

Bei der graphischen Darstellung von endlichen gerichteten
Graphen werden Knoten normalerweise als Kkleine Kreise oder
Punkte und die Zuordnungen in Form von Pfeilen dargestellt.
Die Bewertungen der Knoten und Kanten tragt man neben diesen
auf .

889,0

234,5/ 087,4 17231

(2 (94— P(5

\ / \C6>1304,2

3

1125,4

Bild A2. 1: Ein knotenbewerteter, gerichteter Gaph bestehend aus
genau ei ner (Zusamenhangs-) Konponente.

Zur textuellen Darstellung auf Papier oder zur Darstellung
eines Gaphen im Conputer verwendet man gerne sogenannte
Adj azenzlisten. Dabei sind die Knoten aufsteigend geordnet und
jedem Index i wird die Menge der Nachbarknoten N von v; in
Form ei ner Liste zugeordnet.

Syntax und Semanti k viseller Datenflusssprachen, Josef Hubl, ww. sss. de



67

1—> {234} 1. [ 2dF—»3F—>»4"]
2 —> {3} 2. [4—» 3"

3—> {4 3 |[—»[4]

4 —> {5} 4: |[+}—»[g-]

5 —> {4,6} 5 [J—»4-—»[g"]

6—> {} 6. [

Bild A2.3: Dargestellt ist der gerichtete Gaph von Bild A2.1
(ohne Bewertungen) in Form seiner Adjazenzlisten. Die
rechte Bildhalfte zeigt dabei die Darstellung der
Adj azenzlisten im Conputer als verkettete Listen.

Ist G(V,K) ein Gaph, dann heil3&t eine Sequenz von Kanten
(vg) V1), (vy,Vvo),...,(Vy.-1,Vp) e€ein Pfad von vg nach v, in G
wobei nman die Anzahl n der Kanten als die Lange des Pfades
bezei chnet .

Etwas weniger streng ist die Definition eines Wages. Eine
Sequenz (vg,Vy),(Vvy,V2),...,(Vh1,Vpn) heiBt ein Weg von vy nach
Vh, wenn (Vvj,Vj;1€K oder (vj41,Vvi) ceK ist. D e Lange eines
Weges ist anal og zu der eines Pfades definiert.

Ein G aph hei Bt zusammenhangend, wenn es von jedem Knoten
einen Weg zu jedem anderen Knoten gibt. De im Sinne der
Mengent heori e grolten zusammenhangenden Teil nengen von V eines
Graphen G=(V, K) hei Ben di e (Zusamrenhangs-) Konmponenten von G

Un G aphen genauer Kkl assifizieren zu kénnen, bendétigt nan noch
die Begriffe Teil graph, Untergraph und | sonorphie.

Fir einen gerichteten Gaphen G=(V,K) heilBt jeder G aph
G=V,K) ein Teilgraph von G wenn V ¢V und K ceK ist. Bei
ei nem geordneten G aphen Uubertragen sich die O dnungen der
Vor ganger- bzw. Nachfol gernmengen in natdrlicher Art und Wi se
auf seine Teilgraphen durch die Restriktionen der O dnungen
auf di e entsprechenden Teil nengen.

Fir di e nachfol genden Abschnitte ist von Bedeutung, dalR jeder
Tei | gr aph ei nes anti symetri schen G aphen sel bst
anti symetrisch ist.

Von besonderer Bedeutung sind sogenannte regul are Teil graphen,

d. h. sol che, m t gl ei cher Anzahl von Vorgangern und
Nachfolgern fur alle Knoten. Ist diese Anzahl gleich 1, so
hei 3t ein zusamenhangender Teilgraph ein  Zykel. Ein

gerichteter G aph der keine Zykel enthalt hei 3t zykelfrei.

Ist G(V,K) ein gerichteter Gaph, dann heif3&t ein Teilgraph
G=(V,K) ein Untergraph, wenn gilt: Sind u,veV und (u,vV) ek,
so ist (u,v)eK.
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Zwei gerichtete Gaphen G=(Vy,K;) und G=(Vy, Ky) heilien
i sonor ph, wenn es eine bijektive Abbildung B:V;—V, gibt, mt
(u,v) eK; genau dann, wenn (B(u),p(v))eK,. Zwei gerichtete,
geordnete G aphen sollen isonorph hei Ben, wenn B die O dnungen

erhalt, d.h. B(v;)=(B(v))ij. Anschaulich interpretiert bedeutet
di ese Definition, daB zwei G aphen genau dann isonorph sind,
wenn es je eine Anordnung gibt, so dall beide G aphen auf
durchsichtiger Folie dargestellt, deckungsgleich Uubereinander
gel egt werden konnen. Damt erscheint es auch natdrlich, dal
bei i sonorphen Graphen die Anzahl der  Vorganger bzw.

Nachf ol ger von v und B(v) gl eich sind.

Ei ne besondere Klasse von G aphen bilden die bi-, tri- oder
all genein n-partiten G aphen. Dabei heil3t ein Gaph G=(V,K)
n-partit, wenn es n Mengen Vq,...,V, gibt, die eine Partition

von V bilden und fiar die gilt KnVixVi=¢ fiur 1<i<n,
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A2.2 Tri-zyklische G aphen

Definition A2.2.1:

Ein Graph G heil3t bzgl. der Mengen (Vg Vq,Vo) tri-zyklisch,
wenn Vg, Vp und V, eine Partition von V(G darstellen (d.h. sie
sind paarweise disjunkt und V(G =VoguViWwV,) und KcVpxViu
VixVouVoxVy ist. Ist veV;, so heifBt v von der Art i bzw
art(v):=i die Art von v. (Dabei ist i die Position der Menge
i m Tupel begi nnend bei 0.)

Es ist leicht zu sehen, dall fol gender Satz gilt.

Satz A2.2.3:

Ein tri-zyklischer Gaph ist tri-partit und anti synmetri sch.

vy

*

Bild A2.5: Ein tri-zyklischer Gaph. Die At eines Knoten ist
dabei durch seine graphische Darstellung als Rechteck
oder Pfeilspitze mt bzw ohne Begrenzungslinie
gegeben.

Satz A2.2.5:

Ist der Graph G bzgl. (Vp, Vi,Vo) tri-zyklisch und p ein Pfad
von v; nach v; der Lange L, so ist

art(vj) = ( art(vj)+(L nod 3)) nod 3.
Bewei s:

(a) Zeige zuerst die Richtigkeit des Satzes Uber Induktion far
(L nmod 3)=0 = L=3n.
I nduktionsanfang: n=1 = der Pfad von v; nach v; laRit sich
darstellen in der Form (Vj,Vj4+1, Vi+2, Vj) mt (Vj,Vji1) €K
(Vi+1, Vi+2) €K und (Vvjip,vj) eK Ist art(vi)=0. = vjeVy =
Vi +1€V1 = Vj +2€V2 = Vj EVO = art (VJ ) =0=( 0+0) nod3. Anal og
gilt: art(vi)=1 = art(vj)=1=(1+0)nmod3 und art(vj)=2 =
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art (vj)=2=(2+0) nod3.

I nduktionsschritt: L=3n+3 = der Pfad von v; nach v; [|aBt
sich darstellen in der Form (Vj,..,Vj+3n Vij+3n+1 Vi+3n+2, Vj) -
Der Pfad von v; nach vj.3, ist von der Lange 3n =
art(vjsgp)=art(vij) und damt aus denselben G unden we
oben art (vj.izp) =art(vj).

D.h. art(vj)=art(vj)=(art(vj)+(L nod 3)) nod 3.

(b) Ist (L nod 3)=1 = L=3n+l. = Der Pfad von v; nach v; [aft

sich darstellen in der Form (vj,..,Vi+3n Vvj). Nach (a)
gilt: art(vjsgn)=(art(vj)+((L-1) nmod 3)) nod 3 wund damt
m t der sel ben Begr iindung W e oben art(vj)=

(art(Vvj4+3n)*1) nod 3 = (art(v;)+((L-1) nod 3)+1) nod 3 =
= (art(v;)+((L-1+1) nod 3)) nod 3.

(c) Fir (L nod 3)=2 ist der Beweis analog zu (b).

Di eser Satz besagt einerseits, dall sich bei einer Wnderung
durch einen tri-zyklischen Gaphen die Art der Knoten in
Zykeln von drei Schritten w ederholt. Geht man andererseits
von einem Knoten aus, dessen Art man kennt, so kennt man die
eines jeden folgenden Knoten, sofern man die Lange des
zurickgel egten Weges mtzahlt. Di eser Unstand kann dazu
verwendet werden, die Darstellung von tri-zyklischen G aphen
im Conmputer zu vereinfachen, da die Art eines Knoten nicht
unbedi ngt explizit gespeichert werden nuf.

Der Satz beinhaltet aber auch folgendes Korollar: D e Lange
ei nes Pfades von einem Knoten zu einem anderen dersel ben Art
ist durch 3 teil bar.

Satz A2.2.7:

Sind G und G, zwei isonorphe Gaphen, B:V(G) ->V(G) der
zugehorige |sonorphismus und G; bzgl. (Vg, Vi, Vy) tri-zyklisch,

dann ist G, bzgl. (B(Vp),B(Vy),B(V2)) tri-zyklisch.

Bewei s:

G, tri-zyklisch bzgl. (Vy, Vi,Vo) = Vp, Vi, Vo ist Partition auf
V(G) = B(Vo).B(V1).B(Vp) ist Partition auf V(G)=B(V(Gy)), da
B bijektiv.

Da B Isonorphismus = (v,Vv')eVixV; < (B(v),B(v"))eB(Vi)xB(V;)

g.e.d.
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A2. 3 Geordnete und indizierte Mengen

In dieser Publikation werden Subzentren-Netzwerke untersucht,
deren Ein- und Ausgange geordnet sind. Aus diesem Gunde ist
es notwendig, hier grundlegende Betrachtungen udber [|inear
geordnete und indizierte Mengen anzustell en.

Definition A2.3.1:

Ei ne Relation pcMKM hei 3t eine partielle Ordnung auf M wenn
gilt:

(1) xeM = (x,X) ep (Refl exivitat)
(2) (x,y)ep und (y,z2)ep = (Xx,2)ep (Transitivitat)
(3) (x,y)ep und (y,Xx)ep = x=y (Antisynmetrie)
Eine partielle Odnung auf M heilst eine lineare (totale)

O dnung auf M wenn gilt:

(4) X, yeM = (x,y) ep oder (y,X) ep

Ent sprechend nennt man (Mp) eine partiell bzw linear (total)
geor dnet e Menge.

Anmer kungen zur Schrei bwei se:

Far (x,y)ep verwendet nman im allgeneinen die |Infixnotation
xpy. Ebenso wird fiur partielle (bzw. |ineare) O dnungen statt p
gerne das Zeichen < (bzw. <) verwendet.

Definition A2.3.3:

st M eine endliche Menge, dann hei 3t eine injektive Abbil dung

v: M—>IN, die jedem El enent von M eine naturliche Zahl zuordnet,
eine indizierende Abbildung auf M | st daruber hinaus

max{v(M}=|M, dann heiBt v eine fortlaufend indizierende
Abbi | dung. Ent sprechend hei 3t das Tupel (M v) ei ne
(fortlaufend) indizierte Menge und v(n) der |Index von meM

Satz und Definition A2.3.5:

| st v: M—>IN ei ne i ndi zi erende Abbi | dung, dann i st
<p: ={(a,b) eMkM v(a)<v(b)} eine lineare Ordnung auf M <, hei 3t
die durch v induzierte |ineare O dnung.
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Bewei s:

Es ist leicht zu sehen, daR fir <, die Bedingungen (1), (2) und
(4) obiger Definition gelten. Die Antisymetrie folgt aus der

I njektivitat von v.

Satz und Definition A2.3.7:

Ist M eine endliche Menge und < eine lineare Ordnung auf M
dann ist v M=IN mt o (mM:={mMeM nm<n| eine fortlaufend
i ndi zi erende Abbildung auf M v, heif3t die durch < definierte
fortl aufend indi zi erende Abbil dung auf M

Bewei sski zze:

Nach den Gesetzen der Verbandstheorie besitzt jede endliche,
| i near geordnete Menge genau ein kleinstes Elenent. Damt | aft

sich  dber | nduktion zeigen, daB v, eine fortlaufend
i ndi zi erende Abbildung ist, denn diese ordnet gerade dem
kleinsten Elenent die 1, dem 2.-kleinsten Elenent die 2, usw

Zu.

Satz A2.3.9:

Ist v eine fortlaufend indizierende Abbildung auf M dann i st
V(<) V- | st ungekehrt M eine endliche Menge und < eine |ineare
Ordnung auf M dann ist <, )=<.

Bewei s:

a) Sei v eine fortlaufend indizierende Abbildung auf M =
<u: ={(a, b) eMkM v(a)<v(b)} eine lineare Ordnung auf M meM
= {mMeM m<nt|=o(m = U(Sv):|{m eM m <yn}|=o(mM =
U(Sv):U-

b) Sei < eine lineare Ordnung auf M = vu. eine fortlaufend
i ndi zi erende Abbildung auf M nach Satz und Definition
A2.3.7. = <, ist eine lineare Ordnung auf M Sei mnteM
dann gilt: nmnf < ov(mM={mMeM mM<n| < |{mMeM Mt} =
() < rn£(0<)rn'.

- g.e.d.

Der eben aufgezeigte Satz Dbesagt al so, daR es eine
ei nei ndeuti ge Zuordnung zw schen den fortl aufend indizi erenden
Abbi | dungen und den |inearen Ordnungen auf M gibt. Damt kann
man sich wahl wei se der einen oder anderen Betrachtungswei se
bedi enen. I m nachfol genden i st es deshalb nicht mehr
notwendi g, genau zw schen einer fortlaufend indizierten und
ei ner |inear geordneten Menge zu unterscheiden.
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Satz und Definition A2.3.11:

Sind (M, v) und (M, vy) zwei di sj unkt e, (fortl aufend)
i ndi zierte Mengen, dann ist (M, v)U(M,vo):=(Mv) mt M=MUM
v,(v)firve M,
v,(v)+max(v,(M,))furve M,
(fortlaufend) indizierte Menge. (M,v)u(M,vy) heillt die
Ver ei ni gung von (M, vq) und (M, vy).

und vuv:M>IN mt o(v)::{ w eder eine

Bewei s:

Trivial.

Satz A2.3.13:

Sind (M,v1), (M,vy) und (M, v3) drei paarweise disjunkte,
(fortlaufend) indizierte Mengen, dann i st

(M, v1) U(M, v2) ) U( Mg, v3) =( M, v1) U( (M, v2) U( M, L3)) .

Bewei s:

Sei (M) :=((M,v1) U(M, v2)) (M, v3) und (M, v"):=( M, v1) U((M, v
2) U(Ms, v3)) = MEFMUM,UMs=M'. Bl ei bt zu zei gen v=v".

Sei (M, 01" ):=(M,v1) U(M,v2) und (M, v ):=(M, v) U( M, v3).
Sei meM = entweder meM; oder meM, oder meM;.

Angenommen meM; = meM' = v(M=vy' (M=v(mM und vV'(M=v(M =
v(m =v" (M.

Angenommen meM, = meM' und meM,’ = v(m=vy" (M =vy(mM+
max(vy(M)) und v (M =vy" (M +max(vy(M)) =va(M +max(vi(M)) =
v(m =v" (M.

Angenommen meMy = meM’ = vo(m =vg(m+max(vy’ (M) ) =vg(m +
max (v (M) ) +max(va( M) ) und v" (M =vp" (M +max (v (M) ) =vg(m +
max(va(M)) +max(vi(M)) = v(m=v"(m.

g.e.d.

Satz und Definition A2.3.15:

Sind (M, <) und (M, <) zwei disjunkte geordnete Mengen, dann
st (M, Z)uU(M, 35): =(MUM, <1UUMXM,) W eder eine geordnete
Menge. (M, <) U(M, <5) heiBt die Vereinigung von (M,<;) und

(M, <) .
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Bewei s:

Es ist |eicht nachzuvoll zi ehen, dal <,uU,UM XM, di e Bedi ngungen
(1)-(4) von Definition A2.3.1 erfullt und damt eine lineare

Ordnung auf MUM, ist.

Satz A2.3.17:

Sind (M, <7) und (M, <,) zwei disjunkte geordnete Mengen und
(M <)=(M, 1) U(M, <), dann ist (Mvug=(M, ve ) (M, ve).

Bewei s:

Definiere (Mv'):=(M, Uﬁl) u( M, ugz). Sei meM = entweder meM
oder meM,.

Angenommen meM, = v' (m :‘)Sl( m={m eM:m <M |={m eM M <n} |=o(mM
Angenommen meM, = v’ (M) =max(ve (M) v, (M) +=M+H{ M eNp: m <on} =
{rm eMm <n}|=o(m

g.e.d.

Satz A2.3.19:

Sind (M,vy) und (M, vy) zwei disjunkte indizierte Mengen und
(M) =(M, v) U(Mp, vp), dann ist (M <) =(M, <, )U(M, <,).

Bewei s:

Definiere (M<'):=(M, 501) u( M, SUZ). Sei mni' eM und nx, nf

mmeM und mg,nt < ov(mM=u(nt) < vi(M=Sv(nt) < e, M <
' m' und mnt eM

m ' eM, und ng,Mt < (M <v(n') < max(vy(M)) +v(m <max(vi(M)) +
vo(M) < vp(mM <vy(nt) < me, M < ' o und m nt' eM

Angenommen meM, und mMeM, = nx'nf', da MxMc<' . Ungekehrt ist
stets vi(mM<max(vi(M)) +tvo(M = o(mM <v(n') = mnt'.

Definition A2.3.21:

Sind (M<) und (M, <) zwei endliche, l|inear geordnete Mengen,
dann hei Ben meM und m eM Kkorrespondi erend, wenn v (m =vs (M)
I St.

Zwi schen |inear geordneten Mengen korrespondieren also stets
das bzgl. < kleinste Elenent aus M mt dem bzgl. < kleinsten
El ement aus M, das bzgl. < 2.-kleinste Elenment aus M nit dem
bzgl. < 2.-kleinsten Elenment aus M, usw..
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Definition A2.3.23:

Sind (M,v) und (M,v") zwei endliche, indizierte Mengen, dann
heiRen mMeM und nfeM korrespondi erend, wenn U(Sv,)(m )=
U(Sv")(rﬂ') i St.

Zwi schen indizierten Mengen korrespondieren also stets das
El ement mt dem kleinsten v -Index aus M mt dem Elenent mt
dem kl ei nsten v"-lIndex aus M', das Elenent mt dem 2. -kl ei nsten

v -Index aus M mt dem Elenent mt dem 2.-kleinsten v"-Index
aus M, wusw.. Dy ese Zuordnung wrd im nachfol genden Satz
veral | genei nert und auch genauer spezifiziert.

Satz A2. 3. 25:

st v:M—=>IN eine Abbildung, M,McM mt uo(M)=uv(M) und die
Restriktion von v auf My bzw. M, injektiv, so sind vy: M—u(M):
vi(M:=v(M, vy Mb—>uV(M):v(M:=uv(mM, und ¢:=vy, lo; Bijektionen
und es ist v(e(m)=v(m fiar alle meM,. o: M—M hei 3t die durch
v eindeutig definierte Zuordnung von M, nach M.

Bewei s:

Die Restriktion von v auf My bzw. M, ist injektiv = vy und v,
sind bijektiv. Da vi(M)=0(M)=0(M)=02(M) = ¢(M)=vy (M) =
Vo (V1 (M) ) =0 (V(M))=M, = ¢ ist eine Bijektion von M nach
M.

|(rST; meMy = v(p(m) =v(vz 1(v(M)) =v( v 2(v(M)) =v( v H(va(M)) =v

g.e.d.
Definition A2.3.27:
Ist Meine endliche Menge und {M,..., M} eine Partition von M
dann hei 3t eine partielle Ordnung p auf M stickweise |inear auf
{M, ..., M}, wenn fir 1<i# <n p~rMxM eine |ineare Ordnung auf
M und pnMxM =g ist. Entsprechend hei8t M bzgl. {M,..., M}
st uckwei se |inear geordnet.
Da {M,..., M} eine Partition von Mist und es damt zu jedem
meM genau ein M mt meM gibt und aulerdem fur mm eM stets
(mm)eprMxM << (mm)ep ist, ist also die vereinfachte

Schr ei bwei se mpm statt nm(pnMxM)m angebracht.
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Definition A2.3.29:

Ist Meine endliche Menge und {M,..., M} eine Partition von M
dann hei 3t eine Abbildung v:M->IN auf {M,..., M} stickweise
(fortlaufend) indizierend, wenn fur 1<i<n die Restriktion

vjM:M —=IN (fortlaufend) indizierend auf M ist. Entsprechend
hei Bt M bzgl. {M, ..., M} stuckweise (fortlaufend) indiziert.

Satz und Definition A2.3.31:

Ist M eine endliche Menge, {M,...,M} eine Partition von M

v:M=IN auf {M,..., M} stickweise (fortlaufend) indizierend

und fur 1<i<n vj:M —IN die Restriktion von v auf M, dann ist
n

<o =i L:Ji <y, eine stickweise lineare Ordnung auf {M,..., M}.

<, hei Bt die durch v induzierte stickweise |ineare O dnung.

Bewei s:
Da nach Satz und Definition A2.3.7 jedes <, eine lineare
Ordnung auf M und {M,...,M} eine Partition von M ist, ist

leicht zu sehen, daB fdar <, die Bedingungen (1)-(3) von
Definition A2.3.1 erfullt sind. Damt ist <, eine partielle
Ordnung auf M Per Definition ist 1<i# <n <,nMxM eine lineare
Ordnung auf M und <s,PMxM=g. Danmit ist <, stlckweise |inear

auf {M, ..., M}.

Satz und Definition A2.3.33:

Ist Meine endliche Menge, {M,...,M} eine Partition von M <
eine lineare Odnung auf M und fiar 1<i<n <:=<~nMxM die
Restriktion von < auf M, dann ist v M=>IN mt v (M: :ogi(rr)
fur meM eine stickweise fortlaufend indizierende Abbildung

auf {M,...,M}. ve heiBt die durch < definierte stickweise
fortlaufend indi zi erende Abbildung auf {M, ..., M}.
Bewei s:

Da nach Satz und Definition A2.3.5 jedes v. eine fortlaufend

i ndi zi erende  Abbildung auf M ist und {M,....M} eine
Partition von M ist, ist leicht zu sehen, daR v. eine
stuckwei se fortlaufend indizierende Abbildung auf {M,..., M}
i st.

Satz A2. 3. 35:

st Meine endliche Menge, {M,...,M} eine Partition von M und

v eine stiuckweise fortlaufend indizierende Abbildung auf
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{M,..., M}, dann ist v(g,) L. st ungekehrt < eine stiuckweise
lineare Ordnung auf {M,..., M}, dann ist <¢, =<

Bewei s:

Betrachtet man die Restriktionen von v bzw. < auf einer Menge

M, dann ist fir diese die Aussage nach Satz A2.3.9 richtig.

Nach den Definitionen von ve und <, ergibt sich damt der Rest
von sel bst.

g.e.d.

Auf geordnete bzw. fortlaufend indizierte Mengen wrd erst
dann wi eder eingegangen, wenn geordnete bzw. fortlaufend
I ndi zi erte Subzentren- Net zwer ke definiert werden.
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A2. Unbewertete Subzentren-

Net zwer ke
3.1 Allgenei nes lUber Subzentren-Netzwerke .............. 81
3.2 Ofene und geschl ossene Subzentren-Netzwerke ....... 91
3.3 Cepackte Subzentren-Netzwerke ...................... 96
3.4 |sonorphe Subzentren-Netzwerke .................... 100
3.5 Die Konstruktion von Subzentren-Netzwerken ........ 102

Mt diesem und zwei weiteren Kapiteln wird die Theorie der
Subzentren- Net zwerke eingefiuhrt. Sie ist notwendig, um die
Beschrei bung von Datenfl ulBnetzwerken und deren Interpretation
formal definieren zu kénnen. In einemersten Schritt wrd dazu
auf unbewertete Subzentren-Netzwerke eingegangen. Zum einen
wer den dazu, ausgehend von der grundl egenden Definition eines
Subzentren- Netzwerkes als spezieller G aph, ver schi edene
Ei genschaften herausgearbeitet, we sie fiur alle Subzentren-
Net zwer ke charakteristisch sind. Zum anderen werden aber auch
ver schi edene Kl assen von Subzentren- Netzwerken untersucht, we
sie fidr Theorie wund Praxis nutzlich sind. Ei ne etwas
detailliertere Zusamenfassung dazu findet der Leser auf der
nachsten Seite.
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Zusanmenf assung

Im ersten Abschnitt werden elenentare Begriffe definiert, we
sie zum Verstandni s der Theorie unbedi ngt notwendig sind, z.B.
Subzent r en- Net zwer Kk, i nner er Ei ngang (Ausgang), auller er
Ei ngang (Ausgang), Subzentrum oder Interinknoten. E n erstes
wi chtiges Ergebnis stellt der Dualitatssatz (Satz A2.1.13)
dar, der es aufgrund der symretrischen Definition von
Subzent r en- Net zwer ken er | aubt, sehr viele Bewei se zu
verei nfachen. Mt Satz A2.1.15, Satz A2.1.17 und Satz A2.1.19
wird festgehalten, we die verschieden Arten von Knoten
zusamenspi el en bzw. zw schen welchen von diesen uberhaupt
Kanten noglich sind. Auch diese Ergebnisse erleichtern
nachf ol gende Bewei se erheblich.

Im zweiten Abschnitt wird zw schen geschl ossenen und offenen
Subzent r en- Net zwer ken unt er schi eden. Dabei sind erstere
solche, die weder auBere Ei n- noch aul3ere Ausgénge besitzen
und |etztere solche, die diese Bedingung nicht erfullen. Da
mt Satz A2.2.17 gezeigt werden kann, dall jedes offene
Subzentren-Net zwerk in ein geschl ossenes uberfihrt werden kann
und ungekehrt, sind theoretisch betrachtet beide Kl assen
gleichwertig. In der Praxis zeigt sich jedoch, daB es
gunstiger ist, vom Anwender einer DatenflulBsprache erstellte
(of f ene) Dat enfl uBnet zwerke als geschl ossene Subzentren-
Net zwer ke zu speichern, da diese eine honpbgenere Struktur
besitzen und damt zu einfacheren Datenstrukturen fuhren.

Im dritten Abschnitt wrd ein Subzentren-Netzwerk ohne
Interinmknoten als gepacktes Subzentren-Netzwerk definiert. Da
nach Satz A2.3.9 der G aph eines solchen Subzentren- Netzwerkes
tri-zyklisch ist, ergeben sich bei der Verwendung gepackter

Subzent r en- Net zwer ke al s Dat enf | ul3gr aphen weitere
Ver ei nf achungen, di e sowohl di e | npl enenti erung ei nes
Interpreters bzw. Compi | ers  verei nfachen, als auch zu

effizi enterem Code f thren.

Danach wird kur z auf i sonor phe Subzentr en- Net zwer ke
ei ngegangen. Dies ist notwendig, da in Bezug auf die
Interpretation von DatenflulBnetzwerken nur deren Zugehori gkeit
zu bestimten |sonorphie- bzw Aquival enzkl assen ent schei dend
i st.

In einem abschlielBenden Abschnitt wrd auf die Konstruktion
von Subzentren-Netzwerken aus G aphen eingegangen. Dies st
zwar im Bezug auf Datenflul3ssprachen nicht nehr von Bedeutung,
erlaubt es jedoch, im letzten Kapitel den Einsatz von
Subzentren- Net zwerken als Ersatz fiur spezielle Gaphen zu
di skuti eren.
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A2.1 Al | genei nes Uber Subzentren- Net zwer ke

Ein Subzentren-Netzwerk ist ein gerichteter Gaph, dessen
Knot ennenge i n verschi edene G uppen unterteilt ist.

Definition A2.1.1:

Ist G&G(V,K) ein antisymetrischer Gaph und E, S AcV, dann
hei 3t das Tupel N=(G E, S,A) ein Subzentren-Netzwerk wenn gilt:

(1) s,s'eS = (s,s")¢K(G.

(2) seS und (v,s),(v,v')eK(G = Vv'=s.

(3) seS und (s,v'),(v,v')eK(G = v=s.

(4) s,s'eSund (v,s)eK(G = (s',v)«K(G

(5) ENS=0, SNA=Q0, A~E=J.

(6) veE, v' eV(G und seS = (v',Vv)¢K(G und (v,s)zK(G.
(7) veA, V' eV(G und seS = (v,Vv')¢K(G und (s,v)¢K( G .

Definition A2.1. 3:

Ist N=(GE S, A ein Subzentren-Netzwerk, dann heiBen G N): =G
der Gaph von N, V(N:=V(G die Mnge der Knoten von N,
K(N):=K(G die Menge der Kanten von N, S(N):=S die Menge der
Subzentren von N und E(N):=E bzw. A(N):=A die Menge der
aulBeren Ein- bzw. Ausgadnge von N. E(N,s):=E(s):={veV(Q:(v,Ss)e
K(GQ} bzw. A(N,s):=A(s):={veV(Q:(s,v)eK(G} heilBt die Menge
der Ein- bzw Ausgange von seS. Die Menge E(N,S):=E(S): =UE(S)
seS
bzw. A(N,S):=A(YS): :UA(S) sei als die Menge der inneren Ein-
seS
bzw. inneren Ausgange definiert. EA(N):=E(N) UE(S)UA(S) UA(N)
hei Re die Menge aller inneren und auBeren Ein- und Ausgange
und I(N):=V(G\ (E(N) UE(S) USUA(S) UA(N)) di e Menge der
ZwW schenkot en oder I nt eri nmknot en. Ein i nner er Ei ngang
(Ausgang) heif3t frei, wenn er keinen Vorganger (Nachfolger)

besitzt. Der einfacheren Schrei bweise wegen wird SI(N):=S(N)u
I (N) definiert.

An dieser Stelle einige Benerkungen zur Nanensgebung und den
Bedi ngungen der Definition von Subzentren-Netzwerken. D e
Bedi ngung (1) stellt sicher, dalR keine zwei Subzentren
benachbart, d. h. mt einer Kante verbunden sind. Nach
Definition von E(s) und A(s) hat ein Subzentrum damt nur
seine eigenen Ein- und Ausgange zu Nachbarn. Es sitzt damt
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sozusagen im Zentrum von diesen. (Daher der Name Subzentrum
Si ehe auch Bild A2.1.)

Dar Uber hinaus stellen die Bedingungen (2),(3) und (4) sicher,

dall kei ne zwei Subzentren einen genei nsanmen Nachbarn besitzen

Ein innerer E n- bzw. Ausgang kann damt genau einem
Subzentrum zugeordnet werden. Auch kann ein E ngang nie
gl ei chzeitig ein Ausgang sein und ungekehrt.

Di e Bedi ngung (5) stellt far &auRere Ein- und Ausgange &hnliche
Vor ausset zungen her, we sie die Bedingungen (1)-(4) fuar
I nnere Ein- und Ausgange fordern.

Di e Bedi ngungen (6) und (7) sichern zum einen, dal3 ein aullerer
Ei ngang (bzw. Ausgang) keinen Vorgénger (bzw. Nachfol ger)
besitzt. Zum anderen sorgen sie zusammen mt (5) dafdr, dal
aus einem Netzwerk mt &ulleren Ein- und Ausgangen durch
H nzunahnme eines weiteren Subzentrunms und geeigneter Kanten
ein Netzwerk ohne &aufReren Ein- und Ausgdnge gebildet werden
kann. Mehr dazu im Abschnitt "Ofene und geschlossene
Subzent r en- Net zwer ke" .

» > >

*
> >

Bild A2. 1: Der G aph ei nes Subzent r en- Net zwer kes, wobei
Subzentren als kleine Rechtecke und sonstige Knoten
als Pfeilspitzen dargestellt sind.

Fir nachfol gende graphische Darstellungen von Subzentren-
Net zwer ken verwendet man einen rechteckigen Rahnen, in dem
Subzentren als "kleine Rechtecke" wund sonstige Knoten als
"Pfeilspitzen" dargestellt werden. Da die inneren Ein- bzw
Ausgange ei nem Subzentrum ei ndeuti g zugeordnet sind, kann man
di ese unm ttel bar neben dem zugehorigen Subzentrum pl azieren

Dabei werden die Ein- bzw Ausgange eines Subzentruns als
Pfeilspitzen dargestellt, die zum zugeordneten Subzentrum hin
bzw. davon wegzeigen. Besitzt ein Subzentren-Netzwerk aullere
Ei n- oder Ausgdnge, so werden diese (analog zu den inneren) am
Rahmen des Netzwerkes aufgetragen. Handelt es sich um zwei
Knoten, die keine Subzentren sind, so wird eine Kante zw schen
i hnen al s Ver bi ndungsl i ni e dargestel I t, di e von der
Pfeilspitze des einen Knoten zum Pfeilanfang des anderen
zeigt. Da es sich um den antisymretrischen G aphen eines
Subzentren- Net zwerkes handelt sind die Zuordnungen damt
ei ndeuti g festgel egt.
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Bild A2.3: G aphische Darstellung eines Subzentren-Netzwerkes mt
(&uBeren) Ei ngdngen, Ausgéngen und Zw schenknot en.

Bild A2.5: Die vier kleinstnoglichen Subzentren-Netzwerke, mt
genau ei nem El enent.

Cowohl sie erst viel weiter unten benttigt werden, ist dies
ei ne geeignete Stelle, fol gende zwei Definitionen anzubringen.

Definition A2.1.5:

In einem Subzentren-Netzwerk N hei3t ein Knoten veV(N)\S(N)
ei ne Verzwei gung, wenn v mndestens zwei Nachfol ger besitzt. v
hei Bt eine Verjlingung, wenn Vv mndestens zwei Vorganger
besi t zt.

Definition A2.1.7:

Ein Subzentren-Netzwerk heil3t fast Ileer, wenn es weder
Subzentren noch Interinknoten besitzt. |Ist die Knotennenge
ei nes Subzentren- Netzwerkes gleich der |eeren Menge, so hei 3t
es das | eere Netzwerk.

Der nachfolgende Satz zeigt, dalB die Definition fdr ein
Subzentren- Net zwer k symmetri sch auf gebaut i st.
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Satz und Definition A2.1.9:

| st N=(G E, S, A ein Subzent r en- Net zwer Kk, SO definiert
N=(G,A S,E) mt V(G)=V(G und (v,v')eK(G) < (v',v)eK(G ein
Subzentren- Net zwer k. Di eses hei 3t das Spiegel bild von N

Bewei s:

Es ist zu zei gen, dalR das Spiegel bild die Bedi ngungen (1)-(7)
von Definition A2.1.1 erfiallt. Da diese symetrisch definiert
sind, laRt sich dies sehr einfach zeigen.

Allgenein gilt: (v,v')eK(G) < (v',Vv)eK(G.

1) s,5'eS = (s',s)¢K(G = (s,s') «K(G).
2) seS und (v,s),(v,v')eK(G) = (s,v),(Vv',v)eK(G = Vv'=s
nach (3) von Definition A2.1.1.

3) seS und (s,v'),(v,v')eK(G) = (v,s),(v',v)eK(G = v=s
nach (2) von Definition A2.1.1.

4) s,5'eS und (v,s)eK(G) = (s,v)eK(G = (v,s')eK(G =
(s',Vv)¢K(G)

5) E(N)NS=ANS=d, SNA(N)=SnE=Z, A(N)NE(N)=E~NA=J.

6) veE(N) = veA(N = (v,Vv')¢K(G V v' eV(G und (s,V)zK(Q
V seS = (v',v)¢K(G) V Vv eV(G) und (v,s)e¢K(G) V
seS.

7) anal og zu 6).

g.e.d.

Un aus der graphischen Darstellung eines Netzwerkes N die
graphi sche Darstellung seines Spiegelbildes N zu erhalten,
nmissen lediglich die Pfeilsynbole (fur Knoten die keine
Subzentren sind) punktgespiegelt werden.

P |
b b % >

Bild A2.7: Das Spiegelbild des Subzentren-Netzwerkes von Bild
A2.3
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Satz A2.1.11:

Ist N ein Subzentren-Netzwerk und N sein Spiegelbild, so ist
S(N)=S(N), E(N', s)=A(N, s), A(N', s)=E(N, s), E(N, S)=A(N, S),
A(N, S)=E(N,S), E(N)=A(N), A(N)=E(N) und I (N)=I(N).

Bewei s:

Far fast alle deichungen (bis auf die letzte) folgt der
Bewei s unmittel bar aus der Definition A2.1.3.

I (N : =V(G)\ (E(N') UE(N, S) US(N') UA( N, S) UA(N) ) =
V(O \ (A(N) UA(N, S) US(N) UE(N, S) UE(N)) =I (N) . g. e. d.

Der nachfolgende Satz erleichtert viele Beweise, da er die
Symmetrie in der Definition der Subzentren-Netzwer ke ausnut zt.

Satz A2.1.13: (Dualitéatssatz)

Ist ¥ eine Klasse von Subzentren-Netzwerken, die mt N stets
auch das Spiegelbild von N enthalt, so behalt ei ne
mengent heoreti sche Aussage, (uUber die Elenente dieser Klasse,)
in der nur die Mengen E(N), E(S), E(s), S, A(S), A(s), AN,
I(N), V(N=V(G und K(N)=K(G, das Kreuzprodukt, Kanten und
Pfade verwendet werden, weiterhin ihre Giltigkeit, wenn darin
all e Ausdrucke E(s) bzw. A(s), E(S) bzw. A(S), und E(N) bzw.
A(N) vert auscht sow e  Kreuzprodukte, Kanten und Pfade
gespi egel t werden.

Bewei s:

Angenonmen eine Aussage ist fiur alle Elenente einer solchen
Kl asse richtig, dann gilt sie auch fir das Spiegelbild N von
N. Damt kann man in der Aussage die Ausdricke S(N), E(N,s),
E(N,S), A(N,s), A(N,S), E(N), A(N) und I(N) durch die in
Satz A2.1.11 angegebenen Ausdricke ersetzen. K(N)=K(G) darf
durch K(N=K(G ersetzt werden, wenn gleichzeitig alle
Kreuzprodukte, Kanten und Pfade gespiegelt werden. Damt ist
die neue Aussage Uber das Subzentren-Netzwerk N, allgenein
gultig fur alle Subzentren-Netzwerke di eser Kl asse.

g.e.d.

Nach Satz und Definition A2.1.9 gilt der Dualitatssatz
i nsbesondere auch fir die Klasse aller Subzentren-Netzwerke
und wird in den nachfolgenden Satzen haufig nutzliche
Ver wendung fi nden.

Mt den nachsten Satzen werden die an einem Subzentren-
Net zwer k betei |l i gt en Knot ennmengen genauer charakterisiert.
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Satz A2.1.15:

Ist NS(GE S, A ein Subzentren-Netzwerk und s#s' €S, dann sind
di e Mengen E(s), E(s'), A(s), A(s') und S paarweise disjunkt.

Bewei s:

Im folgenden wird auf die Bedingungen (1)-(4) der Definition
A2.1.1 von Subzentren-Netzwerken verw esen.

a) veE(s)nE(s') = (v,s)eK(G und (v,s')eK(G. Wgen (2) =
s=s' = Wderspruch zur Voraussetzung s#s' = E(s)nE(s')=0

b) veE(s)NA(s) = (v,s)eK(G und (s,v)eK(G. Wgen (3) = v=s
= Wderspruch zu (1) = E(s)nA(s) =Y

c) veE(s)nA(s') = (v,s)eK(G und (s',v)eK(G. = Wderspruch
zu (4) = E(s)nA(s') =0

d) veE(s)nS = (v,s)eK(G und (v,s)eSxS. = Wderspruch zu
(1) = E(s)nS=J

e) Aus a) bzw. d) folgt nach dem Dualitatssatz A(s)NA(s')=J
bzw. A(s) "S=C.

g.e.d.

Satz A2.1.17:

Ist N=(GES A ein Subzentren-Netzwerk, dann bilden die
Mengen E(N), E(S), S, A(S), A(N) und I(N) eine Partition von
V(G . Das heif3t, sie sind paarweise disjunkt und V(G =E(N v
E(S) USUA(S) VA(N) LI (N) .

Bewei s:

a) Nach Definition von I(N ist [|(N[E(N UE(S)USUA(S) v
AN]=92 = I(NNE(N=d, I(NNE(S)=Z, 1(N)NE(s)=g, (NN
S=, I (N)NA(S)=9, | (N) nA(s)= und I (N)NA(N)=2.

b) Nach Definition A2.1.1 (5) ist A(NNnS=Zd, E(NNS=Z und
E(N) nA(N) =Z.

c) Ist veE(s) = 3 seS: (v,s)eK(G nach Definition von E(S).
= veE(N) bzw. vg¢A(N), da sonst Wderspruch zu Definition
A2.1.1 (6) bzw. (7) = E(s)nE(N) =g und E(s) nA(N) =

d) Ist veA(s) = 3 seS: (s,v)eK(G nach Definition von A(S).
= veE(N) bzw. veA(N), da sonst Wderspruch zu Definition
A2.1.1 (7) bzw. (6) = A(s)E(N)=Z und A(s) N"A(N) =0
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e) Nach Satz A2.1.15 sind die Mengen E(s), S und A(s) V seS

paarwei se disjunkt = die Mengen E(S), S und A(S) sind
ebenfal | s paarwei se di sj unkt.
g.e.d.

Satz A2.1.19:

Ist N=(GE S A ein Subzentren-Netzwerk, dann bilden die

Mengen E(N), AN, S, I(N), E(s), A(s) mt seS eine Partition
auf V(Q.

Bewei s:

Da E(S)cE(S) und A(s)cA(S) folgt dies unmttel bar aus der
Ver bi ndung von Satz A2.1.15 und Satz A2.1.17.

Satz A2.1.21:

st N ein Subzentren-Netzwerk und veV(N) darin ein Knoten der
m ndestens zwei Vorganger und m ndestens zwei Nachfol ger
besitzt, so handelt es sich entweder um ein Subzentrum oder
ei nen | nterinknoten.

Bewei s:

Fol gt trivialerweise aus den Bedi ngungen (2)-(3) und (6)-(7)
von Definition A2.1.1 und Satz A2.1.17.

Es ist jedoch nicht nur interessant die an einem Subzentren-
Net zwer k beteiligten Knot ennengen zZu kennen. Ebenso
interessant ist es auch zu w ssen, welche verschieden Arten
von Kanten in ei nem Subzentren-Netzwerk auftreten kdénnen.

Satz A2.1.23:

Der Gaph eines Subzentren-Netzwerkes N=(GE S,A) enthalt
ausschlieB3lich Kanten aus den Mengen E(N)XA(N, E(NXE(S),
E(NxI (N, [T(NXE(S), E(S)xS, SxA(S), A(S)XE(S), A(S)xXA(N),
A(S)xI (N), T(NXA(N) und I (N)xI(N).
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Bewei s:

Es ist zu zei gen, dald A(N) |A(S) S |I(N) |E(S) |E(N)

kei ne Kante aus K(GQ E(N) b d a

El enent ei nes neben- E(S) b b b b a

stehend marki erten S d e f Cc a

Kreuzpr oduktes ist. I (N) b f a
A(S) b c a
A(N) a a a a a a

Sei (v,v')eK(G und McV(G),

a) (v,v') eME(N) und (v,v') eK(GQ =  Wderspruch zur
Definition von E(N) bzw. Definition A2.1.1 (6) = ME(N N
K(IG=g. Mt Dualitatssatz = A(N) XM K(G =J.

b) (v,v')eE(S)xM = veE(S) = 3 seS: veE(s) = (v,s)eK(G.
Wegen (v,Vv')eK(G und (2) = v'=seS =E(S) XM K(G =g fiur M
NS=J. Mt Dualitatssatz = MA(S)NK(QG =Z fiur M S=C.

c) (v,v')eSXE(S) = Vv' €eE(S) = 3 seS: Vv' eE(s) = (Vv',s)eK(G.
Wegen (4) ist dies ein Wderspruch zu (v,Vv')eK(@ und veS
= SXE(S)K(G=d. Mt Dualitéatssatz = A(S)xSnK(G =J.

d (v,v')eE(NXxS = Wderspruch zur Definition von E(N) bzw.
Definition A2.1.1 (6). = E(N) xS~K( G =J. Mt
Dualitatssatz = SxA(N)~K(G =J.

e) (v,Vv')eSxS = Wderspruch zu Definition A2.1.1 (1).

f) (v,v')eSXI(N) = v' eA(S) = Vv' eA(S)nI(N) = Wderspruch zu
Satz A2.1.17. = SXI(NK(G=g. Mt Dualitéatssatz =

I (N) XxSK( G =Z.
g.e.d.

Al's nachstes werden nengentheoretische QOperationen aus
Subzent r en- Net zwer ken Ubertragen.

Definition A2.1.25:

Zwei Subzentren-Netzwerke N; und N, heiBen disjunkt, wenn die
Mengen V(N;) undV(N,) disjunkt sind.
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Satz und Definition A2.1.27:

Sind N1=(G1, E1, $1,A1) und MNo=(Gp, Ep, Sp,2) zwei Subzentren-
Net zwerke mt  V(Np) nV(Np) =S11Sp, so ist NiUNp: =(G UG,
E1UED, S1US2, AfUA2) Wi eder ein Subzentren-Netzwerk, das die
Ver ei ni gung von N7 und Np hei 3t.

(I nsbesondere ist damt die Vereinigung zweier disjunkter
Subzentren- Net zwer ke wi eder ein Subzentren-Netzwerk.)

Bewei s:

Die Bedingungen aus Definition A2.1.1 sind trivialerweise
erfallt, da auch im Falle vgSiuSy und (v,Vv')eK(NjUNp) =
ent weder (beide) v,v' eV(N1) oder (beide) v,v' eV(Np).

g.e.d.

Da die Bedingungen (1)-(7) von Definition A2.1.1 keine
Exi st enzaussagen enthalten, bleibt ein Subzentren-Netzwerk ein
Subzentren- Net zwerk, auch wenn einzelne Kanten oder Knoten
entfernt werden. Ungekehrt gilt dies auch, wenn einzelne
si ngul &re Knoten hinzugenommen werden. Bei H nzunahnme einer
Kante sind allerdings besondere Bedi ngungen zu beachten, we
nachf ol gender Satz zeigt.

Satz A2.1.29:

Ist N=(GES A ein Subzentren-Netzwerk, (v',v)eK(G und
(v, V") eV(Q xV(G\ (SXSUSXE(N, S) UA(N, S) xS) m t veE(S) UA(N),
v' ¢A(S) UE(N) und den Ei genschaften

(1) veS = (v,v")¢K(G V v'eV(Q
(2) vieS = (v',v')gK(G V v'eV(Q

Dann ist N=G,E S,A mt V(G):=V(G und K(G):=K(QuU
{(v,v')} wi eder ein Subzentren-Netzwerk.

Bewei s:

Da (v',v)gK(G ist G ebenfalls ein antisymetrischer G aph.
Zeige, dalR N die Bedingungen (1)-(7) von Definition A2.1.1
erfullt sind.

1) s,8'eS = (s5,8')eK(G = (s,s"')eK(G)=K(G A (v,Vv')}, da

(v, Vv') #SxS.
2) seS und (w,s),(ww)eK(G). Angenomen (w,s)=(v,Vv') =
(w, W) ¢K(G nach  Voraussetzung (1). Dies st ein

W derspruch zur Voraussetzung (w,wW)eK(G) und (w, W)=
(v,v') = (w,s)#(v,Vv").
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Sei (w,s)#(v,v') = weE(N, S). Wegen ve¢E(N S = (wwW)=
(v,v') = (w,s),(ww)eK(G = W =s.

3) seS und (s,wW),(w,w)eK(G). Angenommen (s,wW)=(v,Vv') =
(w, W) ¢K(G nach  Voraussetzung (2). Dies st ein
W derspruch zur Voraussetzung (w,wW)eK(G) und (w, W)=
(v,v') = (s,W)=(v,V').

Sei (s,W)=#(v,v') = W ecA(N S). Wegen v' ¢A(N,S) = (w, W)=
(v,v') = (s,W),(ww)eK(G = ws-=s.

4) s,s'eS und (w,s)eK(G). Sei (w,s)#(v,v') = (w,s)eK(G und
weE(N,S) = (s',wWe¢K(G und (s',w=#(v,v'), da (v,v')¢g
SXE(N,S) = (s',w) ¢K(O.

Sei (w,s)=(v,v'). Angenommen (s',WeK(G) = (s',weK(Q
und weA(N,S) = (w,s)eA(N,S)xS. Dies ist ein Wderspruch
zu (v,v')=(w,s) 2A(N, S)xS. = (s',w) «K(G).

4) trivial

5 weE, W eV(G)=V(G und seS = (W ,w ¢K(G und (w, s)¢K(G.
Wegen weE=E(N) und v'¢E(N) = (W ,w=(v,v') und (wS)=#
(v,v') = (W,wW¢K(G)=K(GU{(v,Vv')} und (w,s)¢K(G).

6) weA, W eV(G) und seS = (w,wW)gK(G und (s,w¢K(G.
Wegen weA=A(N) und v¢A(N = (wwW)=#(v,v') und (s,w=
(v,v') = (ww)¢K(G)=K(GU{(v,Vv')} und (s,w ¢K(G)

g.e.d.

Di eser einfiuhrende Abschnitt soll nun mt einer Definition,
die Pfade und Zykel in einem Subzentren-Netzwerk betreffend,
abgeschl ossen werden. Dabei wi rd der Unstand genutzt, daB die
Begriffe "Pfad" wund "Zykel" vom G aphen eines Subzentren-
Net zwerk direkt auf das Netzwerk selbst Ubertragen werden
konnen.

We bereits im 1. Kapitel gesehen, sind Subzentren-Netzwerke
ohne Zykel von besonderer Bedeutung. Dazu fol gende Definition:
Definition A2.1.31:

Ei n Subzentren-Netzwerk N=(GE, S, A) hei 3t zykelfrei, wenn der
Graph G zykelfrei ist. N heiBt ohne echte Zykel, wenn jeder

Zykel im Gaphen G genau ein Subzentrum und Kkeine
Interinmknoten beinhaltet. Derartige Zykel in N heil3en
Schl auf en.

Es ist leicht einzusehen, dall die Schlaufen in einem

Subzentren- Net zwerk gerade aus einem Subzentrum und je einem
seiner Ein- und Ausgange bestehen. Die Kante, die dabei vom
Ausgang zum  Ei ngang fahrt, wrd manchmal auch al s
schl auf enbi | dene Kant e bezei chnet.

Syntax und Semanti k viseller Datenflusssprachen, Josef Hubl, ww. sss. de



91

A2.2 O fene und geschl ossene Subzentren-
Net zwer ke

Definition A2.2.1:

Ein Subzentren-Netzwerk N hei 3t geschlossen, wenn es weder

aulBere Eingange noch &aufRere Ausgange besitzt (E(N)=Z=A(N)).
Ei n nicht geschl ossenes Subzentren- Net zwerk hei 3t of fen.

Der Ei nfachheit halber wird nachfol gend fir ein geschl ossenes

Subzentren- Netzwerk statt N=(G Y,S,J) auch die Notation
N=(G S) benutzt.

f—
=

}

YYVY

Bild A2.9: Der Graph eines geschl ossenen Subzentren- Net zwer ks.

Satz A2.2.3:

Ein Subzentren-Netzwerk N st genau dann offen bzw
geschl ossen, wenn auch sein Spiegelbild N offen bzw
geschlossen ist. (Damt gilt der Dualitatssatz auch fir die
Kl asse der offenen bzw. geschl ossenen Subzentren- Netzwerke.)

Bewei s:

Folgt unmttel bar aus dem Dualitatssatz angewendet auf die
Kl asse all er Subzentren- Net zwer ke.

Ei ne besonder e Wechsel wi r kung ZW schen of f enen und
geschl ossenen Subzentren-Netzwerk zeigt sich darin, dal3 jedes
of fene Subzentren-Netzwerken injektiv einem geschlossenen

zugeordnet werden kann und ungekehrt.



92

Satz und Definition A2.2.5:

Ist N=(GE S, A ein offenes Subzentren-Netzwerk und rgV(N),
dann ist Nt =(G'r, @, S &) mit SH:=S{r}, V(N):=V(N){r}
und K(NTT) - =K(N) U{r } xE(N) UA(N) x{r}, ein geschl ossenes
Subzentren- Net zwer k, das der Abschlul3 von N bzgl. r hei3t. Das
El ement r hei 3t das zusatzliche Subzentrum i m Abschl u? von N

Bewei s:

Zeige, daR fur N die Bedingungen (1)-(7) der Definition
A2.1.1 erfullt sind. Allgenein gilt: (r,v)eK(N) < veE(N),
sowie (v,r)ekK(NM) < veA(N).

1) s,s' eStTr=Su{r} = (s,s") eK(N) U{r}xE(N) UA(N) x{r}=K(N).

2) seStr und  (v,s),(v,Vv')eK(NT). Angenommen seS =
(v,s),(v,v')eK(NN = v'=s, da N Subzentren-NetzwerKk.
Angenonmen s¢S = s=r = (Vv,S)eA(Nx{r} = veA(N = (v,Vv')
eA(Nx{r} = v'=rs=s.

3) Anal og zu 2).

4) s,s'eStT und (v,s)eK(N'T). Angenommen s,s'eS = (v,s)e
KINN= (s',v)eK(N = (s',v)eK(NfT). Angenommen s=r und
s'eS = veA(N = (s',Vv)eK(N = (s',V)eK(N). Angenommen
s(=sN+r=; = veA(N = vegE(N = (s',v)e{r}xE(N) = (s',v)¢g
K :

5) Wegen E(N'M)=g und A(N'")=g sind die Bedi ngungen (5)-(7)
trivialerweise erfillt.
g.e.d.

Acht ung! Bei Bildung eines Abschlusses eines offenen
Subzentren- Net zwerkes werden aus &aufleren Eingadngen innere
Ausgange und aus auflleren Ausgangen werden i nnere Ei ngange.

Satz A2.2.7:

Ist N ein offenes Subzentren-Netzwerk und N'' der AbschluRR von
N bzgl. r, dann ist sein Spiegelbild (NT)T der AbschluR des
Spi egel bildes N bzgl. r. (Damt gilt der Dualitatssatz auch
far die Kl asse der geschlossenen Subzentren-Netzwerke, die
Abschl ul3 ei nes of fenen Subzentren- Net zwer kes sind.)

Bewei s:
Fol gt unmttel bar aus der symetrischen Definition des

Abschl usses und dem Dualitatssatz angewendet auf die Klasse
al l er Subzentren- Net zwer ke.
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Satz und Definition A2.2.9:

Ist N=(GS) ein geschlossenes Subzentren-Netzwerk (E(N) =g=

A(N)) und reS(N) ein echtes Subzentrum (E(N,r)UA(Nr)=#J), so
ist NIM:=(Gr ESI A mt SI:=S\{r}, E=A(NTr), A=E(N,r)
und GT:=G{r} ein offenes Subzentren-Netzwerk, das die
Offnung von N bzgl. r heiBt. Das Element r hei Rt das fehlende
Subzentrumin der O fnung von N

Bewei s:

Zeige, daR fuar NT die Bedingungen (1)-(7) der Definition
A2.1.1 erfallt sind.

1-4) Da G'! ein Teilgraph von G ist, sind die Bedingungen
(1)-(4) trivialerweise erfillt.

5) Da S TcS(N), E=A(N,r) und A=E(N,r) sind S', E und A nach
Satz A2.1.15 disjunkt.

6) veE(NT), v eV(NT) und seS(NT) = VveA(Nr) =
(r,v)eK(Q.
Angenommen (Vv',v) eK(G)cK(G. Wegen reS und (r,v), (v',vV)
eK(G = v'=r nach Definition A2.1.1 (3), da N ein
Subzentren-Netzwerk ist. Dies ist ein Wderspruch zu
reV(Gr). = (v',v)gK(G'").
Wegen s#reS und (r,v)eK(@ = (v,s)«K(G nach Definition
A2.1.1 (4) = (v,s)eK(G T cK(G.

7) Anal og zu 6).

g.e.d.

Achtung! "Bei der Ofnung" eines geschlossenen Subzentren-
Net zwer kes werden aus inneren Eingangen 4aullere Ausgange und
aus i nneren Ausgangen werden aullere Ei ngange.

Satz A2.2.11:

Ist N ein offenes Subzentren-Netzwerk und N'F die Ofnung von
N bzgl. r, dann ist sein Spiegelbild (NT)" die Ofnung des
Spi egel bildes N bzgl. r. (Damt gilt der Dualitéatssatz auch
fuar die Klasse der offenen Subzentren-Netzwerke, die Ofnung
ei nes geschl ossenen Subzentren- Net zwer kes sind.)

Bewei s:
Fol gt unmttel bar aus der symetrischen Definition des

Abschl usses und dem Dualitatssatz angewendet auf die Klasse
al l er Subzentren- Net zwer ke.
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DalR sich ein offenes Subzentren-Netzwerk von seinem Abschl ul}
bzgl. r nur wenig unterscheidet, wird mt dem nachsten Satz
f est gehal t en.

Satz A2.2.13:

Ist N ein offenes Subzentren-Netzwerk, reV(N und Nt der
AbschluB von N bzgl. r, so ist S(N)=S(N)uU{r}, E(NT)=0,

A(N*T) =g, I (NT) =1 (N), E(N*T, S) =E(N, S) VA(N), A(N*T, g) =
AN, S) UE(N)
BN s) = {E(N,S) fl:,:ll’S;tl’ und ACNFTs) = {A(N,s) fl:.:JrS;tl’

A(N) fars=r E(N) fiars=r

Bewei s:

AuBer der Aussage |(Ntr)=I(N) folgen alle unnttel bar aus der
Definition des Abschlusses. I(Nt)=I(N) gilt dann nach Satz
A2.1.17.

Satz A2.2.15:

Ist N ein geschlossenes Subzentren-Netzwerk, reS(N) und NT
die Ofnung von N bzgl. r, so ist S(NTI)=S(N)\{r}, E(N
MNY=A(N,r), AINT)=E(Nr), I(NF)=I(N, E(NT,S)=E(N,S)\E(N, r),
AINT, S = AN S)VA(Nr), sowie E(NT,s)=E(N s) und A(N
r's)=A(N,s) fur alle seS(NT).

Bewei s:

AuBer der Aussage I(NT)=I(N) folgen alle unnittel bar aus der
Definition der Ofnung. I(NT)=I(N) gilt dann nach Satz
A2.1.17.

Der nachste Satz zeigt deutlich den injektiven Zusamrenhang
von of fenen und geschl ossenen Subzentren- Net zwer ken.

Satz A2.2.17:

(a) Ist N ein offenes Subzentren-Netzwerk und re¢V(N), so ist
(N+r)'r:N.

(b) Ist N ein geschlossenes Subzentren-Netzwerk und reS(N)
ein echtes Subzentrum so ist (NT)*r=N,

Bewei s:
Mt Satz A2.2.13 und Satz A2.2.15 folgt auf einfache Wi se:

V((NTT)-T)=V(N), K((N')-T) =K(N), o EB((NTTY-T)=E(N),
S((NT1)=T)=S(N) und A((NT)-T)=A(N), sowie V((NT)*)=V(N),
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KC(NT) 1) =K(N), E((N'1)*1) =2=E(N), S((NT)*M)=S(N)  und
A((N'T)*T) =Z=A(N) .

g.e.d.

Ist N der AbschluR eines offenen Subzentren-Netzwerkes N
(also N=N *I', so ist es manchmal von Bedeutung festzuhalten
wel ches das zusatzliche Subzentrumin N ist. D es kann fornal
Uber die Kennzeichnung N T*r oder einfach N erfolgen. N
hei Bt dann auch ein markiertes Subzentren-Netzwerk und r das
mar ki erte Subzentrum

Zur graphi schen Darstellung eines Abschlusses eines offenen
Subzent r en- Net zwer ks bzw. ei nes mar ki erten Subzentr en-
Net zwerks w rd das zusatzliche bzw markierte Subzentrum in
geei gneter Art und Wi se hervorgehoben. Es kann zum Bei spi el
durch ein X gekennzeichnet sein, wie in Bild A2.11 geschehen.

i
-

> > ’j
»» N > >
<< EL: e

Bild A2.11: Ein offenes Subzentren-Netzwerk (unten) und sein
Abschl uB (oben). Im AbschluB ist das zusatzliche
Subzentrummt X markiert.

Da einerseits jedes offene Subzentren-Netzwerk mttels eines
Abschl usses beschri eben wer den kann und andererseits
geschl ossene Subzentren-Netzwerke in sich honbgener sind,
enpfiehlt es sich haufig zur Darstellung eines offenen
Subzentren- Net zwerkes auf seinen Abschlul3 zurickzugreifen.
Dies gilt insbesondere, wenn offene Subzentren-Netzwerke in
ei nem conputergerechten Fornmat abgespeichert werden sollen,
wi e dies bei visuellen DatenfluBsprachen der Fall ist.
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A2. 3 Gepackt e Subzentren- Net zwer ke

Besonders honpbgene Subzentren- Netzwerke |iegen imer dann vor,
wenn diese keine Interinknoten beinhalten. |nsbesondere im
Fal | von vi suel | en Dat enf | uBnet zwer ken kénnen di e
I nterinknot en dur ch geei gnet es H nzuf Ggen von Kant en
substituiert werden, ohne deren semantische Bedeutung zu
veréandern. Letztlich fuhrt dies unter Benutzung nachfol gender
Satze zu einer schnelleren Interpretation wund 2zu einem
ef fi zi enteren Programmtode.

Definition A2.3.1:

Ein Subzentren-Netzwerk N=(GE, S, A) heil3t gepackt, wenn es
kei ne Zwi schen- bzw. Interinknoten besitzt. D.h. 1(N=J bzw.
V(G =E(N) UE(S) USUA(S) UA(N) .

Bild A2.9 zeigt ein gepacktes Subzentren-NetzwerKk. Das
Subzentren- Net zwerk von Bild A2.3 dagegen ist nicht gepackt.

Dall gepackte Subzentren-Netzwerke einfacher aufgebaut sind,
al s nicht gepackte, zeigt nicht nur der néchste Satz.

Satz A2. 3. 3:

Der Graph eines gepackten Subzentren-Netzwerkes N=(GE, S, A
enthalt ausschlielBlich Kanten aus den Mengen E(N)XE(S),
E(S) xS, SXA(S), A(S)XE(S), A(S)XA(N und E(N) xXA(N).

Bewei s:

Folgt unmttelbar aus Satz A2.1.23, da I(N=g fiur gepackte
Subzentren- Net zwer ke nach Definition A2.3.1.

Werden Subzentren-Netzwerke zur Beschreibung von visuellen
Dat enf | uBspr achen ver wendet , SO sind di e nachf ol gend
angegebenen Mani pul ationen gerade die zum Editieren der
Net zwer ke zugel assenen.

Satz A2.3.5:

Ist N=S(GE S, A ein gepacktes Subzentren-Netzwerk, dann ist N
ebenso ein gepacktes Subzentren-Netzwerk, wenn N durch eine
der fol genden Mani pul ati onen aus N hervorgegangen i st:
(a) H nzunahne ei ner Kante:
Sei v,v'¢gS(N), (v,v')e(E(NUA(N, S))x(E(N,S)UA(N)) und
N =NJ{(v,v')}:=(G,E S A mt K(G):=K(GU{(v,Vv"')}.
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Entfernen ei ner Kante:

Sei v,Vv'¢gS(N), (v,v'") e(E(N)UA(N, S))x(E(N, S) UA(N)) und
N=M{(v,v')}:=(G,ES A mt KIG):=K(G\{(v,Vv')}.

H nzunahnme ei nes di sjunkten, gepackten Netzes:

Ist N'=(G',E",S",A") ein Subzentren-Netzwerk disjunkt zu N
und N =NUN': =(GUG', EUE", SUS", AUA").

Entfernen eines Subzentrunms mt Ein- und Ausgangen:

Sei seS(N) und N =(G,E S\{s}, A m t V(G ): =
V(G \ ({s}UE(N,s)UA(N,s)) und K(G)=K(G V(G )xV(G).

H nzunahne ei nes &auf3eren Ei ngangs:

Sei vgV(N) und N =G ,EU/{v},S A mt V(G):=V(GU{v} und
K(G)=K(G.

Entfernen eines &uReren Eingangs mt Verbi ndungskant en:
Sei veE(N) und N =G ,E{v},SA mt V(G):=vV(G\{v} und
K(G)=K(G nV(G )xV(G).

H nzunahnme ei nes &aul3eren Ausgangs:

Sei vgV(N) und N =G ,E S AAv}) mt V(G):=V(G U{v} und
K(G)=K(G.

Entfernen eines &uReren Ausgangs mt Verbi ndungskanten:
Sei veA(N) und N =(G,E S A{v}) mt V(G):=vV(G\{v} und
K(G)=K(G nV(G )xV(G).

S:

H nzunahne ei ner Kante:

Sei v, V' ¢S(N), (v,Vv') e(E(N)UA(N, S)) X(E(N, S) VA(N)) und
N =NJ{(v,Vv')}:=(G ,E S A m t K(IG):=K(GQW{(v,Vv')} =
(v,Vv'") eV(G xV(G\ (SXSUSXE(N, S) WA(N, S)xS) mt vegE(S)UA(N)
und Vv' ¢A(S) UE(N). Wegen v, V' ¢S(N) sind auch die
Bedi ngungen (1) und (2) von Satz A2.1.29 erfdllt. Damt
ist N weder ein Subzentren-Netzwerk. Da durch die
H nzunahme kein neuer Interinknoten entstehen kann ist N
auch gepackt.

Das Entfernen einer Verbindungskante hat keinen Einfluf3
auf die Bedingungen (1)-(7) von Definition A2.1.1. Damt
i st N wi eder ein Subzent r en- Net zwer k. Da
(v,Vv') e(E(N) UA(N, S))x(E(N, S) UA(N)) kann bei Entfernen von
(v,v') kein Interinknoten entstehen. Damt ist N gepackt.

Fol gt unmttel bar aus Satz und Definition A2.1.27, da bei
der Vereinigung kein neuer Interinknoten entstehen kann.

Das Entfernen eines Subzentruns mt Ein- und Ausgangen hat
kei nen Einflul3 auf die Bedi ngungen (1)-(7) von Definition
A2.1.1. Damt ist N weder ein Subzentren-Netzwerk. Da
mt dem Subzentrum auch alle zugehdrigen Ei n- und Ausgange
entfernt werden, kann kein Interinknoten entstehen.

trivial
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f) Ist eeE(N) und (e,v)eK(N), so ist veE(N, S)UA(N) da N
gepackt ist. Damt kann durch Wgnahne von e aus N kein
I nt eri nknot en ent st ehen.

g) trivial
h) Ist aeA(N) und (v,a)eK(N), so ist veE(NNUA(N S) da N
gepackt ist. Damt kann durch Wgnahne von a aus N kein

| nt eri nknot en ent st ehen.
g.e.d.

Un die besondere Honobgenitédt von gepackten Subzentren-
Net zwer ken charakterisieren zu koénnen, ist folgende Definition
not wendi g:

Definition A2.3.7:

Ist N=(GE S, A ein Subzentren-Netzwerk, dann heif3t N tri-
zyklisch, wenn G bzgl. (E(S)UWA(N), S, A(S)UE(N)) tri-zyklisch
i st.

Satz A2.3.9:

Ei n Subzentren-Netzwerk N ist genau dann tri-zyklisch, wenn es
gepackt i st.

Bewei s:
Definiere S:=S(N), E =E(S)UA(N) und A =A(S)UE(N).
a) Gtri-zyklisch bzgl. (E S, A = EUSUA=V( G =(E(S)UA(N)) uSu
(A(S) UE(N)) = N gepackt
b) zu zeigen: N gepackt = E S, A ist eine Partition auf V(G
und K(GQ cExSUSXAUAXE

N gepackt = V(G =(E(S)UA(N) ) USU(A(S) UE(N))=EUSUA. Nach
Satz A2.1.23 sind E(S), E(N, S, A(S) und A(N) paarweise
di sjunkt. = Auch E, S und A sind paarwei se di sjunkt.

(EUSUA) x( EUSUA) =Ex EUEX SUEX AUSX ELSX SUSX AUAX EUAX SU
AXA=( EXSUSXAUAXE) U( EXEUEXAUSX EUSX SUAX SUAXA)

K(G NEXE=K( G n( (E(S) VA(N)) x(E(S) VA(N)) ) =

=K( G N(E(S) xE( S) UE( S) XA(N) UA(N) xE( S) VA(N) XA(N)) = nach
Satz A2.1.13.

K( G NEXA=K( G N((E(S) VA(N)) x(A(S) VE(N))) =

=K( G N(E(S) XA('S) VE( S) XE(N) UA(N) XA(S) VA(N) XE(N)) = nach
Satz A2.1.13.

K( G NSXE=K( G n( SX( E( S) VA(N))) =K( G n( SXE( S) USXA(N) ) =
nach Satz A2.1.13.

K(G NnSxS=Z nach Satz A2.1.13.
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K(G NAXS=K( G n((A(S) VE(N)) xS) =K( G n( A( S) xSUE(N) xS) =
nach Satz A2.1.13.

K(G nAXA=K( G n((A(S) VE(N) ) x(A(S) VE(N)) ) =

=K( G N(A(S) XA('S) VA(S) XE(N) UE( N) xA(S) UE(N) XxE(N) ) = nach
Satz A2.1.13.

= K( G n( EXEUEXAUSXEUSX SUAXSUAXA) =0 =

K( G cExSUSXAUAXE

g.e.d.
Der obi ge Sat z i st von Bedeut ung, wenn gepackte
Dat enf | uBnet zwer ke durch einen Interpreter bzw Sinulator zur
Ausf ihrung gebracht werden. In diesem Fall ist es nutzlich,

bei der "WAnderung durch ein Netzwerk" die Art eines Knoten zu
kennen, ohne sie explizit speichern oder erfragen zu niissen.

Am Ende dieses Kapitel wrd in Bezug auf die Konstruktion von
Subzentren- Net zwer ken aus G aphen, noch einmal auf gepackte
Subzent r en- Net zwer ke ei ngegangen.
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A2. 4 | sonor phe Subzentren- Net zwer ke

Un zwei Subzent r en- Net zwer ke al s gl ei ch strukturiert
charakterisieren zu konnen, kann auf den Begriff der
| sonor phi e fur G aphen zurickgegriffen werden.

Definition A2.4.1:

Zwei Subzent r en- Net zwer ke N1=(Gq, E1, S1, A1) und
No=(G&p, Ep, Sp, Ap) heiBen isonorph, wenn es eine bijektive
Abbi | dung

B: V(G1) »V(G&p) gibt mt den Eigenschaften:

(1) B(E1)=Ep, B(S1)=Sp und B(A1)=A2
(2) (v,Vv')eK(GL)=(B(Vv),B(Vv'))eK(&)

B hei Bt dann ei n | sonorphi snus.

Satz A2.4. 3:

Sind N1=(Gq, E1, S1, A1) und No=(Gp, Ep, Sp, Ao) zwei Subzentren-
Net zwer ke und B: V(G1) »V(Gp) ein Isonorphisnus, so ist auch die
Unkehr abbi | dung B-1: V(Gp) -»V(Gy) ein |sonorphisnus.

Bewei s:

1) B(E1)=Ezx = B L(B(E1))=pY(E2) = E1=p-1(Ep). Analog ist
S1=p~1(Sp) und A1=p-1(A2)

2) B ist ein Isonorphismus. = Zu jedem ueV(Np) existiert
genau ein veV(Ny) mt u=p(v). =

(u,u ) =(B(v),B(v')) eK(&R) < (v,v')=(B(u),pI(u))e
K(Gp) -
g.e.d.

Satz A2.4.5:

Sind Ni=(Gp, E1, S1, A1) und No=(Gp, Ep, Sp, Ap) zwei Subzentren-
Net zwer ke und B: V(Gp) »>V( &) ein |sonorphisnus, so gilt:

(1) veEl < B(v) eEp

(2) veS1 < B(v) €Sy

(3) veAr & B(v) eAr

(4) seS1 und veE(Nq,s) < B(s) €Sy und B(v) eE(Np, B(S))
(5) seS1 und veA(Np,s) < B(s) €Sy und B(Vv) eA(Np, B(S))
(6) VEE(Ny, S) < B(V) cE(Np, S)
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(7) veA(N1, S) < B(v) eA(Ng, S)
(8) vel(N1) < B(v)el(Np)

Bewei s:

1) veEy = PB(v)eEp nach Definition A2.4.1 (1). p(v)eEp =
B-1(B(v))=veE] nach Satz A2.4.3.

2) Analog zu 1).

3) Analog zu 1).

4) se€S1 und veE(Ng,s) = (v,s)eK(G) = (B(v),B(s)) eK(S).
Nach (2) ist B(s)eSy = PB(v)eE(Np, B(s)). Ist B(s)eSy und
B(v) eE(Np, B(s)), so gilt fur p 1 s=p1(B(s))eS1 und
v=p-1(B(v)) eE(Ng, B~1(B(s))) =E(Ny, s).

5) Anal og zu 4).

6) Fol gt nach Definition von E(N1,S) unmttel bar aus (4).

7) Fol gt nach Definition von A(N1,S) unmttel bar aus (5).

8) Folgt aus (1)-(3) und (6)-(7), da nach Satz A2.1.17 die
Mengen Eq, S1, A1, E(N1,S), A(N1,S) und I(Nq) bzw. Ep, Sy,
Ao, E(Np,S), A(N2,S) und I(Np) eine Partition von V(Np)
bzw. V(Np) bilden.

g.e.d.

Satz A2.4.7:

Sind Ni=(Gg, E1,S1,A1) und No=(Gp, Ep, Sp, Ap) zwei isonorphe
Subzentren-Net zwerke, so ist N; genau dann ein geschl ossenes
bzw. offenes bzw. ein gepacktes Subzentren-Netzwerk, wenn dies
auch far Ny gilt.

Bewei s:

Da Ni=(Gq, E1, S1, A1) und  No=( G, Ep, S, A2) i sonorph  sind,
existiert ein |sonorphismus B:V(G)->V(G). Sei eyeEy, dann
existiert ein ejeE;y mt p(ey)=e,, da P bijektiv ist. N; ist
geschlossen = 3 s7€S5; mt (eq,s1) eK(G) = (B(eq),B(s1) eK(S)
= 3 speS; mit B(sy)=sp; = (B(ey).B(s1))=(ez s2) eK(). Da dies
auch analog fur jedes ayeA, gilt ist N, ebenfalls geschl ossen.

Ist N; offen, dann kann N, nicht geschl ossen sein, sonst ware
di es ein Wderspruch zu oben.

Da ein Isonorphismus nach Satz A2.4.5 (8) Interinknoten auf
I nterinknoten abbildet, ist N; genau dann gepackt, wenn auch N,
gepackt i st.

g.e.d.



102

A2.5D e Konstrukti on von Subzentren-Net zwer ken

Im Bezug auf visuelle DatenflulBsprachen wird der Leser in
di esem Abschnitt nichts Neues nehr erfahren. D e nachfol genden
Definitionen und Satze sind aber dann interessant, wenn
Subzentren- Net zwerke fur andere Zwecke benutzt werden. D es
gilt 1insbesondere, wenn auf G aphen beruhende Theorien auf
Subzentren- Net zwerke Ubertragen werden sollen, we dies im
| et zt en Kapitel geschieht.

Den Schl issel zur Konstruktion eines Subzentren-Netzwerkes aus
ei nem G aphen bilden die tri-zyklischen G aphen.

Satz A2.5.1:

Ist der Gaph G bzgl. (Vg Vi,Vy) tri-zyklisch, dann ist
N=(G E, Vo, A) ein Subzentren-Netzwerk, wenn gilt:

(1) EcV; und AcV,

(2) Zu jedem vyeV, existiert hochstens ein vgeVy mt
(v2, Vo) €K(G.

(3) Zu jedem v;eV; existiert hochstens ein vpgeVy mt
(v, V1) eK(G .

(4) veE und v' eV(GQ = (Vv',V)gK(Q
(5 veAund v eV(G = (v,Vv')¢K(Q

Bewei s:

Zeige, dal fur N die Bedingungen (1)-(7) von Definition A2.1.1
erfullt sind.

1) ist erfallt, da VoxVonK(G =.

2) vgeVp und (v,vg),(v,Vv')eK(G = veV, und v'eVy da G tri-
zyklisch = v'=vy nach Voraussetzung (2).

3) vpeVp und (vg,Vv'),(v,v')eK(G = v'eVy und veVy da G tri-
zykl i sch = v=vg nach Voraussetzung (3).

4) vg, Vg €Vg und (v,vg) eK(G = veV, da G tri-zyklisch.
Angenommen (vg',Vv)eK(G = veV; da Gtri-zyklisch = veVin
Vo. Dies ist ein Wderspruch zu VinV,=d. = (vg',V) ¢K(G.

5) EnVp=9, VopnA=Y, ANE=Z da Vp, V1, V, Partition von V(G und
EcV,; und AcV, nach Voraussetzung (1).

6) veE, Vv'eV(Q und vgeVy = (v, V) eVixVg = (v,vg) ¢K(G da G

tri-zyklisch bzgl. (Vp, V1,Vy). Andererseits ist (v',v)¢
K(G nach Voraussetzung (4).
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7) veA, V' eV(Q und vgeVyg = (Vvq, V) eVgxVy, = (vq, V) ¢K(G da G
tri-zyklisch bzgl. (Vp, V1,Vy). Andererseits ist (v,v')¢
K(G nach Voraussetzung (5).

g.e.d.

Satz A2.5. 3:

Ist der Gaph G bzgl. (Vg Vi,Vo) tri-zyklisch, dann ist
N=(G E, Vo, A) ein gepacktes Subzentren-Netzwerk, wenn gilt:

(1) Eng und AQVZ

(2) Zu jedem vpoeVo\A existiert genau ein vgeVg mt (vp, Vg) €
K(G .

(3) Zu jedem vieV{\E existiert genau ein vgeVyg mt (vg,Vy) €
K(G .

(4) veE und v eV(Q = (Vv',V)¢K( G

(5 veA und v' eV(G = (v,Vv')¢K(G

Bewei s:

Nach Satz A2.5.1 ist N ein Subzentren-Netzwerk.

Wegen (2) existiert zu jedemvyeVo\A ein vgeVg mt (vy, vg) eK(G
= VocE(N, Vo) VA, Wegen (3) existiert zu jedemvy Vi\E ein vgeV
m t (Vo, Vl) € K( G) = V]_QA( N, Vo) VE.  Wegen V( G) :VOUV]_UVZ i st
V(G =(A(N, Vp) VE) uVguU( E(N, Vp) UA) = | (N)=@. Dami t i st N
gepackt .

g.e.d.

Satz A2.5.5:

Ist der Gaph G bzgl. (Vg Vi,Vo) tri-zyklisch, dann ist
N=(G Vp) ein geschl ossenes, gepacktes Subzentren-Netzwerk, wenn
gilt:
(1) Zu jedem vyeV, existiert genau ein vgeVy mt (vy, Vp)
eK(G.
(2) Zu jedemyv,eV; existiert genau ein vgeVyg mt (vg,Vvy) eK(G.

Bewei s:

Fol gt trivialerwise aus Satz A2.5.3, da E(N) =g=A(N).

In der Praxis treten geschlossene, gepackte Subzentren-
Net zwer ke besonders haufig auf. Nachfol gender Satz wird spater
des oOfteren Dbenutzt, wenn zu vorgegebenen Mengen ein
Subzentren- Net zwer k konstrui ert werden soll.
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Satz A2.5.7:

Sind WB zwei nicht leere disjunkte Mengen, S ={(w,w:weW,
Vo(WOB) x(WUB) nmit VAWWES und VABxB=@ und KcVxV nit  den
Ei genschaften:

(1) ((X1,¥Y1),(X2,¥2)) eK = y1=x;
(2) ((x1,Y1),(X2,¥2)) eK und x1eB = yeW

(3) ((x1,Y1),(x2,¥2)) eK und xq,y,eW= Yy, xpeB
(4) (x,x)eS und (X,y)eWV\S = ((x,x),(x,y))eK

(5) (x,y)eW\NS und (y,y)eS = ((x,y¥),(y,y))eK

Dann ist N=(GS) mt G=(V,K) ein geschlossenes, gepacktes
Subzent r en- Net zwer k.

Bewei s:

a) Definiere die Mengen Vg: =VAWWES, Vi: =VAWB und V,: =VNBxW
und zeige Gist bzgl. (Vg, Vi, Vy) tri-zyklisch.

Vo, Vi, Vo bilden eine Partition von V, da VinV;=g fir i
und Vo( WUB) x( WUB) =WKWUWKBUBXWUBXB nit VNBxB=C

st ((X1,¥1), (X2,¥2)) eK = y1=X;

Angenommen (Xq,Y1) €Vg = (Xq1,Y1) eWW = X1, y1=X0eW = y,€B,
da sonst Wderspruch zu (3) = (Xp,¥2) eWB = (X5,Y2) €Vy.
Angenommen (Xq,Y1) €V = (X1,Y1) eEWB = y1=x2eB = y,eW da
VABXB=J. = (X2,Y2) eBXW = (X5, Yy2) eVs.

Angenommen (Xq,Y1) €Vo = (Xq1,Y1) eBXW = y;=Xx,eWund Xx1eB =
yoeWwegen (2) = (Xp,Y2) eWW = (X3, Y5) €Vp.

= K(;VoXV]_UVlXVZUVZXVO = G ist bzgl . (Vo, Vl, V2) tri-
zykl i sch.

b) Zeige N ist nach Satz A2.5.5 ein geschl ossenes, gepacktes
Subzent r en- Net zwer k.

zu (1) zu zeigen: Ist vyeV,, dann existiert ein vgeVy mt
(vo,vg) eK. Ist weiter vg €Vg und auch (vp,vg')eK so ist
VO:VOI

Wegen vyoeVy 3 whbeWund beB mt vo=(b,w). = vgi=(wW, W) €V
und damt (vy, vg)=((b,w), (W, w))eK nach Voraussetzung
(5). Sei weiter vy €Vg und auch (vo,vg' )eK = 3 wy' eWmt
Vo' =(Wo' , Wo' )

Da (vp,vg)eK bzw. (vo,vg' )eK = ((b,w), (W, Wy)) eK bzw.
((b,w), (W', Wp')) eK = W=\ bzw. Wo=wp' nach
Vor ausset zung (1). = wp=wp' = Vp=Vgq' .

zu (2) ist analog zu (1) zu zeigen: Ist vypeVy, dann
existiert ein vpgeVyg mt (vg,vy)eK Ist weiter vy €Vg und
auch (vg',Vvy) €K so ist vg=vy'
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g.e.d.

In Bezug auf Petrinetze sind bipartite Subzentren-Netzwerke
von Bedeutung. Dazu fol gende Definition:
Definition A2.5.9:

Ei n geschl ossenes, gepacktes Subzentren-Netzwerk N=(G S) hei 3t
bipartit bzgl. (S4,S;) oder einfach bipartit, wenn S;,S, eine
Partition von S bilden und mt s,s'eS, aeA(s) und eecE(s")
gilt:

(1) se€S; und s'€S; = (a,e)¢K(Q.

(2) se€S, und s' €S, = (a,e)eK(Q.

Diese Definition kann als naturliche Erweiterung zur
Definition von bipartiten G aphen gesehen werden.

Satz A2.5.11:
Seien X Y,B drei disjunkte Mengen und existiere zu jedem xeX

bzw. yeY ein B (x),B (x)cB bzw. Bj(y),B;(y)cB. (Dabei steht |
far links und r fir rechts.) Ferner sei:

Vox: =L (X, )1 xeX}, Vov: ={(y,y): yeV},
Vix: ={(x,b): xeX und beB,(x)}, Viy:={(y,b): yeY und beB;(y)}.
Vox: ={ (b, x): xeX und beB (x)}, Voy:={(b,y): yeY und beB/(y)}.
Vi =VoUViUV, mit Vol =V NVoy, Vit =VixoViye Voi =VoyVoy.

Ko: ={ (b, x) (x, x): (b, X) eVox und (X, x) eVox},

Ki:={(x, x) (x, b): (X, X)eVgx und (x, b) eVyiy},

Koc{ (X, b) (b,y): (X, b) eVix und (b,y) eVay},

Ke:={(b,y) (y,¥): (b,y)eVay und (y,y) eVov},

Kar ={(y, y) (y, b): (y,y) €Voy und (y, b) eVivy},

Ksc{ (v, b) (b, x): (y,b)eViy und (b, x) eV und

K: =KguUK1 UKy UK3UK,UKg,

dann ist N=(GVy) mt G=(V,K) ein bzgl. (Vgx Vogy) bipartites,
geschl ossenes, gepacktes, Subzentren-Netzwerk. Es ist fir xeX
bzw. yeY  E(N, (x, x))={(b, x) eVox: beB; (x)} und A(CN, (x,x))=
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{(x,b) eVix beB (x)}  bzw.  E(N (y,y))={(b, x) €Voy: beB (y)} und
AN, (Y, ¥))={(x, b) eVyy: beB(¥)}.

Bewei s:

Definiere W=XuUY und S: =V, = WhB=g, S={(w, W) : weW,
Vc(WB) x(WoB) mt VAWKWES und VnBxB=J. Weiter ist leicht zu
sehen, dall KcVWxV die Eigenschaften (1)-(5) von Satz A2.5.7

besitzt = N ist ein geschlossenes, gepacktes Subzentren-
Net zwer K.

Die Aussagen E(N, (x,x))={(b,x)eVox:beB (x)} und A(N, (x,X))=
{(x,b) eVix beB (x)} bzw  E(N (y,y))={(b,X) eVay: beB (y)} und

A(N, (y,y))={(x,b)eViy: beB,(y)} folgen trivialerwise aus der
Definition von K
Damt folgt nach Definition A2.5.9 ebenso einfach: N ist

bi part it ng| . (Vox, Voy), da KmVlXxV2X=® und Kf\VleVZYZQ.

g.e.d.

Di e beiden zul etzt genannten Satze werden am Ende des nachsten
Kapitel s wi eder bendtigt.
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A2. Einfach bewertete Subzentren-

Net zwer ke
4.1 Al gemBiNes .. ... 108
4.2 Benannte und indizierte Subzentren-Netzwerke ...... 109
4.3 Fornmatierte Subzentren-Netzwerke .................. 114

4.4 Die Konstruktion formatierter Subzentren-Netzwerke 116

In diesem Kapitel wird die Theorie der Subzentren-Netzwerke
auf solche erweitert, deren Knoten mt Marken bewertet sind
und die zudem noch die eine oder andere Bedi ngung erfullen.
Handelt es sich bei den Marken um Nanmen bzw. Texte, so koénnen
benannte Subzentren-Netzwerke vorliegen. Von diesen kann mt
Satz und Definition A2.2.3 gezeigt werden, dalR jede zugehorige
| sonor phi ekl asse durch eine textuelle Beschrei bung dargestellt
werden kann. (Bei der Inplenentierung von VPLE bzw. DIGA SIM
erw es sich dieser Urstand als aulerst nutzlich, da damt, zum
Zweck des "Debuggens", DatenflulBnetzwerke auch sehr schnel
und ei nfach textuell dargestellt werden konnten.)

Ei ne besondere Rolle innerhalb dieser Publ i kati on kommt
natirlich den Subzentren-Netzwerken zu, deren Knoten mt

Indizes versehen sind. |Im ginstigsten Fall liegen hier
fortlaufend indizierte bzw geordnete Subzentren-Netzwerke
vor, wi e dies auch bei Datenflul3netzwerken der Fall ist.

Sind die Knoten eines Subzentren-Netzwerkes so mt Marken bzw.
Typen versehen, dall die beiden Endknoten jeder Kante, (die
nicht zu einem Subzentrum fuhrt oder von dort ausgeht,)
densel ben Typ besitzen, so liegt ein formatiertes Subzentren-
Net zwerk vor. Auch dieses Merkmal ist fur Datenflul3netzwerke
charakteri stisch.

We im vorangegangenen Kapitel wird auch hier zum Abschl ul3 auf
die Konstruktion einfach bewerteter Subzentr en- Net zwer ke
ei ngegangen, da dies imletzten Kapitel fur den Vergleich mt
anderen relevanten Theorien notwendig ist. 1In Bezug auf
Dat enf | uBsprachen kann dieser |etzte Abschnitt jedoch w eder
ver nachl assi gt werden.
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A2. 1 Al | genei nes

So wie die Knoten von Graphen in der Regel mt Mrken, Typen
oder GCew chten bewertet sind, gilt dies auch fiur Subzentren-
Net zwer ke. Dazu fol gende Definitionen.

Definition A2.1.1:

| st N ei n Subzent ren- Net zwer k und w: V(N) ->M ei ne

Bewer t ungsf unkti on, dann hei 3t das Paar (N, w ein
knot enbewert et es Net zwer k.

st V cV(N), dann bezeichne pu(V') die Menge {u(v): veV }.

Definition A2.1.3:

st H=(N,u) ein knotenbewertetes Subzentren-Netzwerk, so sei
V(H :=V(N), K(H) : =K(N), E(H) : =E(N), E(H s):=E(N, s),
E(H S): =E(N, S), S(H): =S(N), I (H:=I(N), A(H, s):=S(N, s),
A(H S):=A(N,S), A(H:=A(N, EA(H) : =EA(N) und SI(H):=SI(N)
definiert.

Definition A2.1.5:

Ein |Isonorphismus B, der zwei knotenbewertete Subzentren-
Net zwer ke (Ng, 1q) und (Np, 1o) m t u: V(Ny) »>M und
uo: V(Np) ->M auf ei nander abbil det hei 8t bewertungserhaltend,

wenn pi(v)=po(B(v)) fur alle veV(N;). (Ng, pg1) und (No, np) hei Ben
dann bewertungserhal tend i sonorph.

Je nach den Ei genschaften einer Bewertungsfunktion p werden nun
nachf ol gend verschi edene Arten von knotenbewerteten Netzwerken
vorgestel lt.
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A2. 2 Benannte und i ndi zierte Subzentren-
Net zwer ke

Besonders interessant sind sol che Bewertungsfunkti onen, die es
erl auben, aus der Bewertung eines Netzwerkes ein isonorphes
Bi | d davon zu gew nnen.

Definition A2.2.1:

| st N ein Subzent r en- Net zwer k und name: V(N) >N  ei ne
Bewer t ungsfunktion, die jedem Knoten von N ein Element aus der
Menge N (Nanen) zuordnet, dann hei 3t das Tupel (N, nane) ein
benannt es Net zwerk, wenn die Restriktionen von nane() auf die

Mengen  S(N) ul (N) UE(N) UA(N) und  E(s) UA(S) (mt seS(N))
I njektiv sind.

Satz und Definition A2.2.3:

Ist (N,name) mt nane:V(N) >N ein benanntes Subzentren-
Net zwer k und B: V(N) >NUNXN definiert durch
B(V) _{name(s).name(v) falls ve E(s)uU A(S)

o name(v) sonst
dann i st N m t S(N):=p(9), V(N ):=p(V(N)) und
(B(v),B(v')) eK(N) < (v, V') eK(N) ein zu N isonorphes
Subzentren- Net zwerk. Es hei 3t das virtuelle Bild von N

Bewei s:

Noch zu zeigen: B ist injektiv. Mt Satz A2.1.19 = die Mengen
S(N)UIl (N) UE(N) UA(N) und E(s)UA(s) mt seS(N) bilden eine
Partition von V(N).

Angenonmren v, V' eS(N)ul (N)UE(N) VA(N)  oder v, Vv' eE(s)UA(s) und
B(v)=p(v') = v=v', da B injektiv auf diesen Mengen.

Angenonmren veS(N)ul (N) UE(N) UA(N) und v' eE(s)UA(s) = B(v)eN
und B(Vv') eNxN = B(v)=p(Vv').

Angenonmen  veE(s) UA(S) und V' eE(s")UA(S") m t S#S' =
B(v)=nanme(s).nane(v) und B(v')=nane(s').nanme(v'). Da B injektiv
auf S = nane(s)=znanme(s') = B(v)=p(Vv').

g.e.d.

obiger Satz bildet die Gundlage, ein Subzentren-Netzwerk bzw.
ei ne Kl asse von isonorphen Subzentren- Netzwerken in Form einer
textuel len Beschreibung zu definieren. Ahnliches gilt fiur
I ndi zi erte Netzwerke.
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Definition A2.2.5:

| st N ein Subzent r en- Net zwer k und v: V(N - IN ei ne
Bewer t ungsfunktion, die jedem Knoten von N einen |Index aus der
Menge der naturlichen Zahlen IN zuordnet, dann hei 3t das Tupel

(N,v) ein (fortlaufend) indiziertes Subzentren-Netzwerk, wenn v

auf {S(N), (N, E(N, AN, E(s) und A(s) (mt seS(N)}

st uckwei se, (fortlaufend) indizierend ist. (Vgl. Definition
A2. 3. 29)
Soll ein (fortlaufend) indiziertes Subzentren-Netzwerk (N, v)

graphisch dargestellt werden, so ist es im allgeneinen

notwendig den Index wv(v) eines Knoten v neben diesem
anzutragen, we dies in Bild A2.1 geschehen ist. Geht nman
jedoch von der Ubereinkunft aus, daR die Knoten so plaziert
sind, dalR die Ein- oder Ausgdnge von oben nach unten und die
Subzentren oder Interinknoten von oben nach unten und von
| inks nach rechts durchnunmeriert sind, so kdnnen die |ndizes
auch ganz oder zum ndest teilwei se weggel assen werden. (In den
wei teren graphi schen Darstellungen von fortlaufend indizierten
Subzentren- Net zwerken i st dies stets der Fall.)

Ist in einem fortlaufend indizierten Subzentren-Netzwerk ei nem

Knoten v der Index i=uv(v) zugeordnet so heifst v je nach
Zugehori gkei t auch der i-te &uRere Eingang, das i-te
Subzentrum der i-te Eingang vomj-ten Subzentrum usw.

v-

N
FEl

v
L

ng;I V-
B ﬂ
V¥

;
| ¥

Bild A2.1: Ein fortlaufend indiziertes Subzentren-Netzwerk m't
explizit angegebenen | ndizes.

Satz A2.2.7:

st (Nyv) ein (fortlaufend) indiziertes Subzentren-Netzwerk, so
existiert ein zu N isonorphes Subzentren-Netzwerk N, mt

V(N,) cZxZ.
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Bewei s:
(O,—v(Vv)) fur v e E(N)
O, v(v) far v e A(N)
( v(v),0) far v e S(N)

Definiere B:V(N —>ZxZ mt B(v):= C v(v).0) fiir v e I(N)
( v(9),~v (v)) furveE(N,s)
( v(9), v(v)) furveA(N,s

V(N ) :=B(V(N)), KON) = ={(B(u), B(Vv)) eV(N )XV(N ) (u,Vv)eK(N}
GN):=(V(N),KIN)), N:=(&N),B(E(N)),B(S(N)),B(A(N))) und
zeige, daBR B :V(N->B(V(N) mt p (v):=p(v) der gesuchte
| sonor phismus ist. Nach Satz A2.1.19 bilden die Mengen E(N),
AN, S(N), T(N und E(N's) bzw A(N,s) mt seS(N eine
Partition auf V(N). Damt sind sowhl f als auch J
wohl definierte Abbildungen. Da stets wv(v)>0 ist und die
Restri kti onen von v auf die genannten Mengen injektiv sind, ist
B' eine bijektive Abbildung. (Ist die 1. Konponente gleich O,
so ist veE(NUA(N). Ist die 2. Konponente gleich 0, so ist
veS(N)UI(N). Ist keine der beiden Konponenten gleich 0, so

existiert ein seS(N) mt veE(N s)UA(N,s). Das M nuszeichen
ent schei det dann daridber, zu welcher der beiden Teil nengen v

gehort.) Da nach Definition (B(u),p(v))eK(N) < (u,v)eK(N ist
B" ein |sonorphisnus.

g.e.d.

Da zu jedem Netzwerk N nmit einer abz&hl baren Menge von Knoten
V(N) eine Indexfunktion v definiert werden kann, (die Knoten
aus E(N, A(N, S(N, I(N und E(N,s) bzw. A(N,s) mt seS(N)
werden in beliebiger Reihenfolge durchnuneriert,) gibt es also
zu jedem solchen Netzwerk ein isonorphes Bild mt Knoten aus
ZxZ. Neben dem benennen der Knoten mt Nanen liefert auch dies
ei ne Mgl i chkei t Subzent r en- Net zwer ke conput er ger echt
dar zust el | en.

Di e wi rkliche Bedeut ung von fortl aufend i ndi zi erten
Subzentren- Net zwerken |iegt jedoch darin, dall es anhand der
I ndi zi erung nogl i ch i st, al gebr ai sche Oper at i onen auf
Subzentren- Net zwerken zu definieren. Darauf wird im né&chsten
Kapi tel noch detailliert eingegangen.

Fast identisch zu den fortlaufend indizierten Subzentren-
Net zwer ken si nd di e geordneten Subzentren- Net zwer ke.
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Definition A2.2.9:

st N ein Subzentren-Netzwerk und < eine partielle O dnung auf

V(N die auf {S(N), I(N, E(N), AN, E(s) und A(s) (mt se
S(N))} stiuckweise linear ist, dann hei 3t das Tupel (N <) ein
geor dnet es Subzentren- Net zwer k.

Da jede Indizierung eine Odnung definiert, sind nach
f ol gendem Sat z fortl aufend indizierte und geordnet e
Subzentren- Net zwer ke &aqui val ent .

Satz A2.2.11:

Ist (Nyv) ein (fortlaufend) indiziertes Subzentren-Netzwerk,
dann ist (N, <,) ein geordnetes Subzentren-Netzwerk und ist
ungekehrt (N, <) ein geordnetes Subzentren-Netzwerk, dann ist

(N, vo) ein fortl aufend i ndi ziertes Subzent r en- Net zwer k.
AuBerdem ist (N <)=(N <,).
Bewei s:

a) Sei (N,v) ein indiziertes Netzwerk = v auf {S(N, I(N),
E(N), A(N), E(s) und A(s) (mt seS(N))} stickweise,
indizierend. = Nach Satz und Definition A2.3.31 ist <,
eine partielle Ordnung auf V(N) die auf {S(N), (N, E(N),
A(N), E(s) und A(s) (mt seS(N))} stuckweise linear ist.
= (N, £,) ein geordnetes Subzentren-NetzwerKk.

b) Sei (N, <) ein geordnetes Subzentren-Netzwerk = ist < eine
partielle Odnung auf V(N die auf {S(N), I(N, E(N,

A(N), E(s) und A(s) (mt seS(N))} stuckweise linear ist.
= Nach Satz und Definition A2.3.33 ist v auf {S(N),
(N, E(N), AN, E(s) und A(s) (mt seS(N))} stiuckweise,
fortlaufend indizierend = (Nuv,) ist ein fortlaufend
i ndi zi ertes Subzentren- Net zwer k.

c) (N )=(N, <) gilt nach Satz A2.3.35.
- g.e.d.

Dieser Satz ernbglicht es also, Aussagen uber fortlaufend
indizierte Subzent ren- Net zwer ke di r ekt auf geordnet e
Subzentren- Net zwer ke zu Ubertragen und ungekehrt.

Es ist leicht einzusehen, dall aus ei nem geordneten Subzentren-
Net zwerk ein Ein- oder Ausgang gel 6scht werden kann, ohne die
Ordnung  zu zerstoéren. Bei einem fortlaufend indizierten
Subzentren- Netzwerk fidhrt dies dagegen dazu, dall es im
al | genei nen eben nicht nehr fortlaufend indiziert ist. Aus
diesem Gunde wire es angebracht stets mt geordneten
Subzentren- Net zwer ken zu arbeiten. Werden jedoch fir geordnete
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Subzentren- Net zwer ke al gebrai sche Operationen definiert, so
I st man  SOW eso  gezwungen, auf fortlaufend indizierte
Subzentren- Net zwer ke auszuwei chen. Aus di esem G unde werden im
nachsten Kapitel nur nehr fortlaufend indizierte Subzentren-
Net zwer ke untersucht, obwohl eigentlich geordnete Subzentren-
Net zwer ke genei nt si nd.
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A2. 3 Formati erte Subzentren- Net zwer ke

Besonder s i nt er essant si nd auch sol che knot enbewert et e
Subzentren- Net zwer ke, bei denen es zw schen den Marken und der
Struktur des Subzentren- Netzwer ks Abhangi gkeiten gibt.

Definition A2. 3. 1:

Ist T eine Menge von Typen, so heil3&t ein knotenbewertetes
Subzentren-Netzwerk (N, t) mt ©V(N)->T formatiert, wenn fuir
alle (v,v') eK(N) mt v,v'¢gS(N) t(v)=t(v') ist.

Da in einem formatierten Netzwerk die Typen den Knoten
zugeordnet werden, es aber in der Regel in einem Netzwerk
wesentlich mehr Kanten als Knoten gibt, koénnen die Typen dazu
verwendet werden, die Mglichkeiten der Verbindungen zw schen
Ei n- und Ausgéngen ei nzuschr anken, denn ei nem Ausgang kann ein
Ei ngang nur dann zugeordnet werden, wenn der Ausgang vom
sel ben Typ ist wie der Eingang. (Siehe auch Bild A2.3.)

» >

»r—p > B

] ’

> A ﬁ >
> T B |»

Bild A2.3: Ein offenes formatiertes Subzentren-Netzwerk. Dabei

sind der Typ +t(v) eines Subzentruns (Uber den
kennzei chnenden Buchstaben und der anderer Knoten Uber
sei ne Farbe (Graustufe) gegeben.

\A 4

Ei nen Spezi al fal | von formatierten Subzent r en- Net zwer k
beschrei bt die fol gende Definition.

Definition A2.3.3:

Ein formatiertes Subzentren-Netzwerk (N, t) heilBt eindeutig
formatiert, wenn gilt:

(1) seS(N), e, e €E(s) und t(e)=t(e') = e=e'.

(2) seS(N), a,a €A(s) und t(a)=t(a') = a=a'.

(3) e,e' eE(N) und t(e)=1(e') = e=e'.

(4) a,a €A(N) und t(a)=t(a') = a=a'.
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Damit sind in einem eindeutig formati erten Subzentren-NetzwerKk
kei ne zwei Eingange bzw. Ausgange dessel ben Subzentrums vom
sel ben Typ.

- e b1
» > A <
™1 > B
‘> > ﬁ
Bild A2.5: Ein offenes, eindeutig formatiertes, aber nicht
t ypenkonf ornes Subzentren- Net zwer k




116

A2. 4D e Konstruktion formatierter Subzentren-
Net zwer ke

In Bezug auf G aph-Gamuatiken bzw. attributierte G ammatiken
sind fol gende Definitionen und Satze von Bedeut ung.

Satz A2.4.1:

Sind WA B drei nicht |eere Mengen mt WA=, W\B=ZJ und o: W
A eine Abbildung, S ={(ww:weW und Vc(WB)X(W.B) mt VN
WKWES und VnBxB=g, KcVWxV mit den Ei genschaften:

(1) ((X1,¥Y1),(X2,¥2)) eK = y1=X3
(2) ((x1,Y1),(X2,¥2)) eK und x1eB = yeW

(3) ((X1,¥1),(X2,¥2)) eK und x1,y,eW= y;, XpeB

(4) (x,x),(x,y) eV = ((x,x),(x,y))eK

(5) (x,y),(y,y) eV = ((x,y),(y,y)) eK
a X)firxeWundy e W

und . V>AUB definiert durch t((x,y)):=<yfurxeWundyeB , SO
xfurxeBundy e W

ist (Nt mt N=(GS) und G=V,K) ein geschlossenes,
gepacktes, eindeutig formatiertes Subzentren- Net zwer K.

Bewei s:

a) Nach Satz A2.5.7 ist (N, t) ein geschlossenes, gepacktes
Subzent r en- Net zwer k.

b) Zeige (N, 1) ist ein formatiertes Subzentren- Net zwer K.

Seien Vy, Vi, Vo wie imBewis von Satz A2.5.7 definiert und
((x1,¥1), (x2,¥2)) eK(N)=K — mt  (X1,y1), (X2, ¥2) 2S(N) =5=Vj.
Da G N)=G tri-zyklisch bzgl. (Vy Vi,Vo) = (X41,Y¥71) €V, und
(X2,¥2) €Vo = t((X1,Y1))=y1=x2=1((X2,y2)) nach Definition
von t und (1).

c) Zeige (N, t) ist ein eindeutig formatiertes Subzentren-
Net zwer K.
zu (1): (v,v)eS(N=Vg und (x,y),(x",y")eE((v,v)) mt
Ux,y)=u(x',y") = ((x,y),(v,v)), ((x,y"),(v,v))eKN =
y=v=y' = (x,y),(x",y") eV, = X=t(x,y)=t(x",y")=x' =
(x,y)=(x",y").
zu (2): (v,v)eS(N=Vyg und (x,y),(x",y")eA((v,v)) mt
o(x,y)=t(x",y') = (x,y)=(x",y") analog zu (1).
zu (3) und (4): Sind automatisch erfullt, da N nach (a)

ei n geschl ossenes Subzentren- Net zwerk i st.
g.e.d.
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Definition A2.4.3:

Ein einfach bewertetes Subzentren-Netzwerk (N, 1) mt 1 V(N —>T
hei Bt typenkonform wenn fiar alle s,s'"eS(N mt 1(s)=t(s')
gilt:

(1) fveE(N,s): 1(v)=t}|
(2) {veA(N,s): t(v)=t}]

HveE(N,s"): t(v)=t}| fur alle teT.
HveA(N,s"): t(v)=t}| fur alle teT.

We in Bild A2.3 zu sehen ist, besitzen in einem
t ypenkonf ormen Subzentren-Netzwerk die Subzentren mt gleichem
Typ di esel be Anzahl von Ein- bzw. Ausgangen vom sel ben Typ.

Satz A2.4.5:

Seien WA B drei nicht leere Mengen mt WA=YJ, WB=J und
(X,Y) eine Partition von W AulRerdem existiere zu jedem weW
ein B (w, B (w)cB und eine Abbildung a: W>A mt der Eigenschaft

o(w)=a(W) = B (w)=B(w) und B (w)=B,(wW ). Ferner sei:

Vox: ={(x, x) 1 xeX}, Vov: ={(y.y): yeY},

Vix: ={(x,b): xeX und beB (x)}, Viy:={(y,b): yeY und beB(y)},
Vox: ={ (b, x): xeX und beB (x)}, Vay:={(b,y): yeY und beB(y)},
Vi=VoWViWV, mit Vo =VoxNVoy, Vi =ViViy,  Voi =V Vaoy.

Ko: ={ (b, X) (x, x): (b, x) eVox und (X, X) eVox},

Ki:={(x, x) (x,b): (X, x)eVox und (x,b)eVix,

Koc{ (x, b) (b, y): (x,b)eVix und (b,y) eVay},

Kg: ={ (b, y) (y,y): (b,y)eVoy und (y,y) eVoy},

Kar={(y,y) (y,b): (y,y) eVoy und (y, b) eVyy},

Ks<{(y,b) (b, x): (y,b)eViy und (b, x) eVox} und

K =KoK1 UKo UKg UK UK,

a X)firxeWundy e W
und 1. V>AUB definiert durch t((x,y)):=qyfirxeWundyeB
xfurxeBundy e W

dann ist (N,1) mt N=(GVy) und G=(V,K) ein bzgl. (Vox Voy)
bi partites, geschlossenes, gepacktes, eindeutig formatiertes
und typenkonfornes Subzentren- Net zwer k.
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Bewei s:

Nach Satz A2.5.11 ist N ein bzgl. (Vgx Voy) bipartites,
geschl ossenes, gepacktes Subzentren-Netzwerk. Bleibt noch zu

zeigen, (N, 1) ist eindeutig formatiert und typenkonform

Es gilt: Vc(WUB)x(WUB) mt VAWWEVy und VNBxB=Y. Aullerdem i st
KcVxV und erfallt die Bedingungen (1)-(5) von Satz A2.4.1.
Damt ist (N, t) ein eindeutig formati ertes Subzentren- Net zwer k.

Zeige: Fir s,s'eS(N=Vyg mt 1t(s)=t(s') gelten die Bedi ngungen
(1) und (2) von Definition A2.4.3.

s$,$"eS(N = 3 wwweWmt s=(w,w) und s'=(w,w). 1(s)=t(s') =
a(w)=o(W) = B(wW=B(w) und B (wW)=B,(wW ). Nach Satz A2.5.11
ist fur xeX bzw yeY E(N, (x,x))={(b,x)eVox: beB(x)} und
AN, (X, X)) ={(x, b) eVix: beB ()}  bzw.  E(N (y,y))={(b,x) eVpy:
beBi(y)} und AN (y.y))={(x,b)eViy: beB(y)}. Da (N1 ein
eindeutig fornmatiert i st, i st {veE(N,s): 1(v)=b}=0 oder
{veE(N,s): t(v)=b}=1 fur alle beB und alle seS(N. =
HveE(N,s): t(v)=b}={veE(N,s"): t(v)=b}|, da B (w)=B(w). Damt
ist die Bedingung (1) von Definition A2.4.3 erfullt. Analog
fol gert man, dall auch die Bedingung (2) gilt.

g.e.d.
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A2. Zwei fach bewertete Subzentren-

Net zwer ke
5.1 Al gemBIi NeS .. .. 126
5.2 Das parallele und serielle Produkt zweier
Subzentren-Netzwerke ......... ... . ... ., 129
5.3 Das natiirliche Mnopolyid der Aquival enzkl assen ... 139
5.4 Besondere Unternonopol yi de und ei nfache Netzwerke . 146
5.5 Bestimende Abbildungen ....... ... ... .. .. .. ... .. ... 158
5.6 Sequentielle Darstellungen und symetri sche
Substitutionsmengen ........... ... ... 168
5.6.1 Gundl egende Definitionen................... 168
5.6.2 Spezielle symetrische Substitutionsnengen.. 170
5.6.3 Kriterien fur Vertauschungen und
Uber brickungen. . ... ... ... ... .. .. .. .. .. . ... 175
5.7 Vol | konmene Unternonopolyide ...................... 179
5.8 Al pha-vol |l kommene Unternonopolyide ................ 188

5.9 Die Konstruktion ei nes Monopol yi den- Honmonor phi smus' 221

In diesem Kapitel werden fortlaufend indizierte und damt
inplizit geordnete Subzentren-Netzwerke untersucht, deren
Knoten zusatzlich ein Typ zugeordnet ist. Fur derartige
Net zwer ke | assen sich al gebrai sche Qperationen definieren, die

mttels Repr asent ant en auf di e | sonor phi e- bzw.
Aqui val enzkl assen Ubertragbar sind. Es |aRt sich dabei relativ
ei nfach zei gen, dalR die Menge aller Aqui val enzkl assen

formatierter Netzwerke, mt Typen aus einer Mnge T, ein
nat urli ches Monopolyid (N$/~,MoD) definiert. Es ist jedoch ein
erheblicher Aufwand notwendig, um zu zeigen, dall bestimmte
Unt er nronopol yide von ( N$/~Ng0& o- vol | kommene  Monopol yi de
sind. Dieser Aufwand ist jedoch gerechtfertigt, da derartige

a- vol | komrene Monopol yi de dazu benut zt wer den kénnen,
vi suel | en Datenfl uBsprachen, deren Syntax Uber fornmatierte,
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fortlaufend indizierte Subzentren-Netzwerke definiert ist,
eine semanti sche Bedeutung zuzuordnen. Eine Zusamenfassung
dazu findet der Leser auf den unmttel bar fol genden Seiten.

A2A2 A2 A2 A2 A2 A2 A2 A2
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Zusanmenf assung

Im ersten Abschnitt werden einige einfache Definitionen fur

zwei fach bewertete Subzent r en- Net zwer ke vorangestel |l t.
Besonders zu erwdhnen st dabei die Definition der
t ypeni ndexkonf or men Subzent r en- Net zwer ke, da | edes, vom
Anwender ei ner vi suel | en Dat enf | uBsprache erzeugte

Dat enf | uBnet zwerk durch ein typeni ndexkonfornmes Subzentren-
Net zwerk reprasentiert werden kann. Diese Definition besagt
dabei lediglich, dalB in den beteiligten Netzwerken die
Subzentren mt densel ben Typen bzgl. ihrer Ein- und Ausgange
dassel be Erschei nungsbild zeigen. (Vgl. Bild A2.1.) Gnge es
nur darum die Syntax visueller Datenflul3sprachen festzul egen

so hatte man hier bereits das Ziel erreicht, denn der Rest des
Kapitels dient dazu, auch die Definition der Semantik
visuel | er Datenflul3ssprachen in den Giff zu bekommen. Aus
diesem Gund nul3 auf | sonor phie- und Aqui val enzkl assen
zwei fach bewerteter Subzentren-Netzwerke eingegangen werden.
Un mt diesen Begriffen schnell vertraut zu werden, genigt es
sich klar zu nmachen, dalR jede graphische Darstellung eines
zwei fach bewerteten Subzentren-Netzwerkes eigentlich seine
| sonor phi ekl asse repréasentiert. Wrd dabei zudem die O dnung
der Subzentren und Inrterinknoten vernachl assigt, so liegt die
ent sprechende Agqui val enzkl asse vor.

In den Abschnitten 2. und 3. wird gezeigt, dal fur eine feste
Menge von Typen T, die Menge Ny/~ aller Aquival enzkl assen ein
Monopolyid (Ny/~,x,ep) bildet. Dazu wrd zunachst fir die
Repr asent ant en sol cher Aqui val enzkl assen ein paral |l el es
Produkt "x" und ein serielles Produkt "e" definiert und dieses
dann auf die Aquival enzkl assen selbst (bertragen. (Beide
Produkte konnen sehr anschaulich dargestellt werden, we
anhand Bild A2.3 und Bild A2.5 zu sehen ist.) Die Beweise dazu

zeigen auch deutlich, dal  hier auf Aqui val enzkl assen
ausgewi chen werden nuf3, da die Menge Ny der |sonorphi ekl assen
im allgeneinen kein Mnopolyid bildet. Im Rahnmen dieser

Bewei se ist es auch notwendig, die Menge der ldentitaten N#

des Monopolyids (Ny/~ x,ep) zu bestimen. Sie werden als eine
Teil menge der Pernutationen N$ definiert und sind im

wesent | i chen dadurch gekennzei chnet, dall sie weder Subzentren
noch Interinknoten beinhalten und darin von jedem &ul3eren
Ei ngang genau eine Kante zu einem &ulReren Ausgang fuahrt.
(Siehe Bild A2.11.) Sie sind damt auch Elenente aus der Menge

N$ aller formatierten, fast |eeren Subzentren-Netzwerke, also

sol cher Subzent r en- Net zwer ke, die weder Subzentren noch
Interinknoten beinhalten und formatiert sind. SchlieBlich wrd
am Ende des dritten Abschnitts mt Satz A2.3.25 gezeigt, dald
(Nt/ ~, x, sp) sogar ein natirliches Mnopolyid ist. D es bedeutet,
dafid es ei nen Monopol yi den- Hononor phi snus
| ll: (N7/ ~, x, op) =>(IN, +, +) gi bt, der m ndest ens ei ner
Aqui val enzkl asse nicht die Null zuordnet. Der Beweis dazu i st
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sehr einfach, wenn man | || so definiert, daB | || jedem
Subzentren- Net zwerk bzw. seiner Aquival enzkl asse gerade die
Anzahl seiner Subzentren wund Interinknoten zuordnet. Der
Urstand, dall (Ny/~ x,ep) ein naturliches Mnopolyid ist, ist

deshal b von grofer Tragweite, da sich diese Eigenschaft auf
ei ni ge Unternonopol yide Uubertragt und damit in den Beweisen
zum ersten und zweiten Hauptsatz dieser Arbeit (Satz A2.7.11
und Satz A2.8.19), die Mthode der I|Induktion angewendet werden
kann, wodurch di ese Bewei se erst nbglich werden.

Ab dem vierten Abschnitt werden nur noch Unternonopol yide von
( N$/ ~, x, op) betrachtet, welches selbst ein Unternonopolyid von

(Nt/ ~, x,op) ist. Dabei handelt es sich bei N$/~ um di e Menge

al l er formatierten Subzent r en- Net zwer ke bzw. deren
Aqui val enzkl assen. Da alle DatenfluRnetzwerke formatierten
Subzentren- Net zwer ken entsprechen, wrd damt in Bezug auf
di ese keine Einschré&nkung vorgenonmmen. Ein wesentliches
Ergebnis des vierten Abschnitts stellt Satz A2.4.5 dar. FEr

besagt, dalR die Menge N'T bzw. N$ gerade der Menge der

Identitaten bzw invertierbaren Elenente von ( N-'F/ ~, %, *D)
entspricht. Besonders zu erwahnen ist auch Satz A2.4.7, da
di eser besagt, dalR kein Unternonopolyid von ( N$/ ~ x,op) Mt den

Per mut ati onen N-Fr’ als Teilnmenge ein voll kommenes bzw.

Hot z' sches Monopolyid sein kann. Da nach [ HUB95] di e
Hot z' schen Monopol yide zu freien X-Kategorien fast &aquival ent
sind, bedeutet dies in seiner |letzten Konsequenz, dall die von
G Hotz entwickelte Theorie der freien X-Kategorien [HOT74]
nicht hinreichend genug ist, wum das, in Bezug auf die
Definition der Semantik von visuellen Datenflul3sprachen,
wesentliche Ergebnis des zweiten Hauptsatzes zu beweisen.
Vorbereitend zum Beweis dieses wchtigen Satzes, werden in
diesem Abschnitt auch einfache Netzwerke mt und ohne
Schl aufen, vorwarts- und ruackwartszyklische Pernutationen,
sowi e einfache Verzweigungen und einfache Verjlngungen
definiert und untersucht. (Vergleiche dazu Bild A2.15, Bild
A2.42 und Bild A2.23.)

I m funften Abschni tt wer den besti mende Abbi | dungen
ei ngef thrt. Da ein |sonorphismus Subzentren und Interinkonten
gerade auf Subzentren und Interinkonten abbildet, kann man
zei gen, daR seine Restriktion auf di ese Menge diesen
| sonor phinus eindeutig bestimt und deshalb die Bezeichnung
"besti mmende Abbil dung"” gerechtfertigt ist. (Vergleiche dazu
Satz A2.5.3.) Bestimende Abbildungen haben gegeniber den
| sonor phi smen den wesentlichen Vorteil, daR bei der Bildung
des seriellen Produkts die Vereinigung zweier gegebener
besti mrenden Abbil dungen die bestinmende Abbildung fur das
Produkt 1st. FiOr die zugehodrigen |sonorphisnen gilt dies
jedoch nicht. (Vergleiche dazu Satz A2.5.9.) D eser Unstand
wird im Beweis zum zweiten Hauptsatz inplizit ausgenutzt, in
dem Satz A2.5.27 angewandt w rd. Es sei auch bereits hier
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hervor gehoben, dall dieser Beweis nur unter Verwendung von
besti mmenden Abbil dungen zu fiUhren ist. Der Einsatz von
| sonor phi smen i st an dieser Stelle nicht praktikabel!

Im sechsten Abschnitt wrd der Begriff der sequentiellen
Darstellung, w e er fur Mnopolyide typisch ist, fuar die

El emente aus ( N$/ ~, x, op) konkretisiert. Dasselbe gilt fir dazu

relevante Begriffe, we den der Uberfuhrbarkeit oder der
Substi tuti onsbasis. Auch wer den spezielle symmet ri sche
Substi t uti onsnmengen, W e zum Bei spi el Er wei t er ungen,
Kir zungen, Verschnel zungen, Zerl egungen und Uber br ickungen auf

das Mnopolyid ( N$/~, x,op) bezogen definiert. Diyes alles

zusamengenonmen dient nur dem einzigen Ziel, zum Beweis des
ersten und zweiten Hauptsatzes direkt den Satz A2.8.13 bzw.
Satz A2.8.11 aus [HUB95] anwenden zu konnen.

Fir den ersten Hauptsatz geschieht dies im siebten Abschnitt.
Dabei besagt dieser Satz im wesentlichen, dall fur jede nicht

| eere Teil nmenge N%AgN@ ~ von Aquival enzkl assen einfacher
Net zwer ke ohne Schl aufen, in denen jedes Subzentrum m ndestens
ei nen Ausgang besit zt, das von N": =N!|-UNJ'|—A erzeugte

Unt er nronopol yid <N",x,ep> ein vollkomenes bzw. Hotz'sches
Monopolyid ist. In Bezug auf visuelle DatenfluBsprachen stellt
dieser Satz kein wesentliches Ergebnis dar. Doch zum einen
bestatigt er ein entsprechendes, von G Hotz fornmuliertes und
in Bezug auf die Schaltkreistheoerie bedeutendes Ergebnis und
zum anderen zeigt das zu seinem Beweis entw ckelte Verfahren
eine Methode auf, wie sie fur den Beweis des hier wchtigen
Zweiten Hauptsatzes in erweiterter Form w eder verwendet
werden kann. (Eine Zusammenfassung des Beweises zum ersten
Haupt satz findet der Leser im Anschlul3 an diesen.)

Im achten Abschnitt wird nun endlich der Beweis zum zweiten
Haupt satz gefuhrt. Auf dem Weg dorthin sind jedoch noch einige
kl einere Hirden in Form von Satzen wund Hilfssatzen zu
uberw nden, die dazu dienen, einen bestinmmen Faktor in einer
sequentiellen Darstellung an das rechte Ende zu verschieben.
Geschieht dies in geeigneter Art und Weise Dbei zwei
aqui val enten sequentiellen Darstellungen, so kann eben dieser
Fakt or abgespalten und mt dem verbleibenden Rest analog
verfahren werden. Da dies sehr vereinfacht ausgedruckt ist,
sei auch hier auf die, dem Beweis zum zweiten Hauptsatz
fol gende Zusamenfassung verw esen. Unterstitzend w rken dabei
auch die vielen Abbildungen, die die jeweils werwendeten
Verfahren illustrieren. Der zweite Hauptsatz schliel3lich

sel bst besagt, dalR fur jede nicht |eeren Teil nenge I\le)c;N$/ ~
von Aqui val enzkl assen einfacher Interinknoten oder einfacher
Net zwer ke mt oder ohne Schl aufen das von N': :NguN(Tl) erzeugte

Unt er nronopol yid <N', x, ep> ein a-vol | konmenes Mnopolyid ist. Im
bezug auf di e Definition der Semant i k vi suel | er
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Dat enf | uBsprachen mul3 dieses Ergebnis we folgt gedeutet
werden: Wrd N(Tl) gerade als die Menge einfacher Interinknoten
oder einfacher Netzwerke ohne Schlaufen definiert, die durch

die, dem Anwender einer visuellen DatenflulRsprache, im Meni
dar gebot en El enent arbausteine festgelegt sind, so ist |edes
Dat enf | uBnet zwerk ohne Zykel, das der Anwender aus den

El ement ar baust ei nen erzeugen kann, Elenment des von N ::NguN(Tl)

er zeugt en Unt er nonopol yi ds <N', x, p>. Da | et zt eres ein
o- vol | komrenes Mbnopolyid ist, kann damt |ede a-ubertragbare

Abbil dung ¢ von N in ein anderes Monopolyid zu genau einem
Monopol yi den- Hononor phi snus fortgeset zt wer den. Ungekehr t
bedeutet dies, dal3 dieser Monopol yi den-Hononorphi snus bereits

vol I standig definiert ist, wenn nur ¢ definiert ist.

Im letzten Abschnitt wird schliel3lich darauf eingegangen, we

¢ als o-Ubertragbare Abbildung definiert werden nmuf3, so dal}
der zugehorige Monopol yi den- Hononor phi snmus eine sinnvolle

Interpretation festlegt. Dazu wrd in nehreren Etappen
vor gegangen. Da I m Fal | der Interpretation | edem
Dat enf | uBnet zwerk eine Funktion aus dem Mnopolyid (Fg x e
zugeor dnet werden soll, wird zuerst ein Monopol yi den-

Hononor phi snus  ¢": ( N?, <, op) >(Fg, x, og) definiert, der jedem fast
| eeren Netzwerk aus N$ auf sinnvolle Art und Wise eine

Funktion zuordnet. D e Abbildung ¢"": N<T1)—>F@ wird dann so

definiert, daB jedem einfachen Netzwerk aus N(Tl) gerade die

Funktion aus Fg zugeordnet wrd, die durch den Typ des
Subzentruns eindeutig festgelegt ist. Im Anschlul3 daran, wrd
mt Satz A2.9.17 gezeigt, dal ¢ :=¢"ud"' eine a-Ubertragbare
Abbi |l dung mt den gewlinschten Eigenschaften ist. AbschlielRend

wird mt demdritten Hauptsatz (Satz A2.9.19) aufgezeigt, we ¢

konstruktiv Uber eine sequentielle Darstellung der Elenente
aus <N', x, op> zZu ei nem Monopol yi den- Honmonor phi snmus )
fortgesetzt werden kann. Dieser Satz beweist auch, dall der im
1. Kapitel vorgestellte Algorithmus zur Interpretation eines
Dat enf | ulBnet zwer kes korrekt arbeitet.
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A2. 1 Al | genei nes

In diesem Kapitel werden ausschliel3lich solche Subzentren-
Net zwer ke untersucht, die fortlaufend indiziert sind und deren
Knoten zusatzlich noch ein Typ zugeordnet ist. Geht man davon
aus, dalR im Fall von nur fortlaufend indizierten Subzentren-
Net zwerken allen Knoten derselbe Typ zugeordnet wrd, so
gelten alle nachfol genden Aussagen auch fur diese Subzentren-
Net zwer ke. Aus diesem Gund, werden der Einfachheit halber
nachfol gend die zweifach bewerteten Subzentren-Netzwerke auch
nur al s fortl aufend indizierte Subzentr en- Net zwer ke
bezei chnet.

An dieser Stelle sei auch explizit noch einmal darauf
hi ngewi esen, dall nach Satz A2.2.11 alle in diesem Kapitel
auftretenden Definitionen wund Satze sinngemall auch far
geor dnet e Subzentren-Net zwer ke gel ten.

Ver gl ei chbar zu den einfach bewerteten Subzentren-Netzwerken
wird ein zweifach bewertetes Subzentren-Netzwerk als ein

Tripel H=(N,v,17) notiert, wobei die Abbildung v die Indizes und

die Abbildung t die Typen zuordnet. In anal oger Wise w e bei
den einfach bewerteten Subzentren-Netzwerken, werden auch hier
di e Knoten- und Kantennengen als V(H):=V(N), K(H):=K(N), usw.
definiert.

In einer Menge von fortlaufend indizierten Subzentren-

Net zwer ken stehen die Typen und Indizes der Knoten neist in
besonder er Bezi ehung zuei nander. Dazu fol gende Definition:

Definition A2.1.1:

Ein fortlaufend indiziertes Subzentren-Netzwerk H=(N, v, t) hei 3t
t ypeni ndexkonform wenn fiar alle s,s"eS(H mt t(s)=t(s') gilt:
(1) |E(H s)=[E(H, s" )| und |ACH, s) [=|A(H, s")|.
(2) ecE(H,s) und e €E(H,s') mt v(e)=v(e') = t(e)=1(e").
(3) aeA(H,s) und a' €A(H,s') mt v(a)=v(a') = 1(a)=t(a').

Definition A2.1.3:

Zwei  typeni ndexkonfornme Subzentren- Net zwerke H=(N,v,t) und
H=(N,v ,t) heilBen zueinander typenindexkonform wenn fur
alle seS(H) und s' eS(H) mt t(s)=t(s') gilt:

(1) |E(H s)|=[E(H ,s")| und |ACH, s)[=[A(H ,s")|.
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(2) eeE(H,s) und e eE(H ,s') mt v(e)=v' (e') = 1(e)=1" (e").
(3) aeA(H,s) und a' eA(H ,s') mt v(a)=v'(a') = t(a)=t(a").

Beide Definitionen sind sehr &ahnlich und besagen |ediglich,
dalR in den beteiligten Netzwerken die Subzentren mt densel ben
Typen bzgl. ihrer Ei n- und Ausgange dassel be Erschei nungsbild
zeigen. Vgl. Bild A2.1.

» >

#>>IJ > B

. ’

—»| A > >
> B B |»

Bild A2.1: En formatiertes, t ypeni ndexkonf ormes  Subzentren-

Net zwer k, wobei die Indizes wie Ublich von oben nach
unten ver geben sind.

\A 4

Da in diesem Kapitel isonorphe und aquivalente, fortlaufend
i ndi zi erte Subzentren-Netzwerke von besonderer Bedeutung sind,
seien als nachstes die Definitionen dazu vorangestellt.

Definition A2.1.5:

Zwei fortlaufend indizierte Subzentren-Netzwerke H=(N, v, t) und
H=(N,v ,t) heilBen isonorph, wenn es einen |sonorphismnus
B: V(H) ->V(H) gi bt, der sowohl bzgl . v als auch =

bewertungserhaltend ist. (B hei 3t dann ein bewertungs-
er hal t ender | sonorphi snus.)

Definition A2.1.7:

Zwei fortlaufend indizierte Subzentren-Netzwerke H=(N, v, t) und
H=(N,v ,t) heilBen aquivalent (in Zeichen: H~H ), wenn N und

N isonorph sind und fdr den zugehorigen |sonorphisnus
B:V(N)>V(N) gilt: veV(N = 1t(v)=t(B(v)), sowie VeEA(N) =
v(Vv)=v' (B(Vv)). (p hei 3t dann ein ei ngeschr ankt

bewer t ungser hal t ender | sonor phi snus.)

Das hei Rt bei aqui val ent en, fortl aufend i ndi zi erten
Subzentren- Net zwer ken werden nur die Indizes aller inneren und
aulBeren Ei n- und Ausgange bericksichtigt, nicht jedoch die der
Subzentren und | nterinknoten.



128

I m nachsten Abschnitt werden nun fur fortlaufend indizierte
Subzentren- Net zwer ke zwei al gebrai sche Operationen definiert,
die sich spater Uber die Reprasentanten auf die zugehorigen
| sonor phi e- bzw. Aqui val enzkl assen ubertragen | assen.
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A2.2 Das parallele und serielle Produkt zweier
Subzent r en- Net zwer ke

We bereits angedeut et | assen sich auf fortl aufend
i ndi zi erten Subzent r en- Net zwer ken al gebr ai sche Pr odukt e
defi ni eren.

Satz und Definition A2.2.1:

Si nd Hi=(Nyp, vq, 11) und Ho=( Ny, vy, 1) zwei di sj unkte,
(fortlaufend) indizierte Subzentren-Netzwerke mt 11:V(N)) —>Tq
bzw. 15: V(Np) T, und Hz=(Ns, v3, 13) W e nachfol gend definiert, so
ist das parallele Produkt HjxHy:=H; wieder ein (fortlaufend)

i ndi ziertes Subzentren-Netzwerk. (Das Zeichen "x" wrd dabei
al s "uber" gel esen.)

(1) N3:=N;UN;

(2) vz: V(Ng) >IN mit

v, (v)farve V(N,)

v, (V) furve E(N,,S) UA(N,,S)

L, (V) + max(v, (S(N,)) fur v e S(N,)
v, (V) + max (v, (I(N,)) fir v e I(N,)
v, (V) + max(v,(E(N,)) fur ve E(N,)
v, (V) + max(v, (A(N,)) fir ve A(N,)

vz(Vv): =

7, (v)furve V(N,)

(3) 731 V(Ng) >TyUT, it fs(VV:{T (firve V(N,)

Bewei s:

Nach Satz und Definition A2.1.27 ist Ng:=NoUN; ein Subzentren-

Net zwerk. Es ist leicht zu sehen, daR (N, v3) (fortlaufend)
indiziert ist.

Gowohl die Definition des parallelen Produktes zweier
di sjunkter, fortlaufend indizierter Subzentren-Netzwerke nicht
gerade ubersichtlich ist, kann diese Operation dennoch sehr
anschaul ich dargestellt werden, wie in Bild A2.3 zu sehen ist.
Dabei werden die Indizes weder als von oben nach unten
geordnet angenommen und di e den Knoten zugordneten Typen durch
ver schi edene Farbwerte (G austufen) reprasentiert.

Satz A2.2.3:

Sind H, H und Hz drei paarweise disjunkte, (fortlaufend)
i ndi zi erte Subzentren-Netzwerke, so ist (HpxH)xHg = Hypx(HoxHg) .
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Bewei s:

Sei  Hi=(Np,v1, 1), H=(Np, vz, 72), Hz=(Ng, v3,13), Hy=(Ng vg,714): =
(HyxHp) <Hg und Hs=(Ns, vs, 5) 1 =Hyx( HpxHg) . o _

Da fur die Vereinigung von Mengen das Assoziativgesetz gilt,
I st unter Bericksichtigung von Satz wund Definition A2.1.27
bzw. Satz A2.2.9 leicht zu sehen, dalB V(Ng)=V(Ns) und
K(Ng) =K(Ns) ist. = Ny=Ns. |

Far i=1,2,3,4,5 bilden nach Satz A2.1.19 die Mengen E(N),
S(N), A(N), I(N), {E(N,s) und A(N,s) fir seS(N)} eine
Partition von V(N). Betrachtet man nun jeweils die Restriktion

von v; auf eine dieser Partitionsnengen, so ist jede von diesen
bzgl. der entsprechenden Restriktion indiziert und nach Satz
und Definition A2.1.27 die disjunkte Vereinigung von anderen

sol chen Mengen. Mt Satz A2.3.19 ist damt wv4=vs. Da die
Fol gerung t=t5 trivial ist, gilt: Hi=(Ng, v, 14) =(Ns, v5, 15) =Hs.

g.e.d.

» > ]
< T
» > -
- b
X =
, e
» > 1 >
>

Bild A2.3: Das parallele Produkt zweier fortlaufend indizierter
Subzent r en- Net zwer ke.

Natirlich |legt obiger Satz die Vernmutung nahe, eine bzgl. des
paral |l el en Produkts abgeschl ossene Menge von (fortl aufend)
indi zierten Subzentren-Netzwerken kénnte eine Hal bgruppe
bilden. Dies ist nicht der Fall! Es laRt sich auch sehr
ei nfach zeigen, dall sie nicht einmal eine partielle Hal bgruppe
bi | den, denn sind auch die Paare (H;, H) und (Hp, Hg) disjunkt,
so kann daraus nicht gefolgert werden, dall auch HjxH, und Hj
di sjunkt sind. Im Falle einer partiellen Hal bgruppe mil3te dies
jedoch gelten. Erst die Bildung von Isonorphieklassen schafft
hier Abhilfe, wi e spater gezeigt werden wrd.
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Bevor als nachstes das serielle Produkt definiert wird, ist
der einfacheren Schrei bwei se wegen, zunachst noch eine andere
Definition notwendig.

Definition A2.2.5:

Si nd Hi=(Nyp, vq, 11) und Ho=( Ny, vy, 1) zwei di sj unkte,
(fortlaufend) indizierte Subzentren-Netzwerke, dann hei 3t ein
Tupel (a,e) mt aeA(N;), ecE(N,) und vq(a)=vy(e) eine virtuelle
Ver bi ndungskante von H; nach Hy. Ist (vq,a)eK(Ny), (e, vy)eK(N)
und (a,e) eine virtuelle Verbindungskante von H; nach H,, dann
hei 3t (vq,Vvy) eine Produktkante von H; nach H,. PK(Hy, H) sei
als die Menge aller Produktkanten von H; nach H, definiert.

Ist (a,e) eine virtuelle Verbindungskante, dann ergibt sich
al so eine Produktkante genau dann, wenn man einen Vorganger
des auleren Ausgangs a von N; mt einem Nachfol ger des &ufleren
Ei ngangs e von N, verbindet. (Vgl. Bild A2.7)

Satz und Definition A2.2.7:

Si nd Hi=(Nyp, vq, 11) und Ho=( Ny, vy, 1) zwei di sj unkt e,
(fortlaufend) indizierte Subzentren-Netzwerke mt 11:V(Ny) —>Ty
bzw. 1: V(Np) T, und Hz=( Nz, v3, 13) W e nachfol gend definiert, so
ist das serielle Produkt HjeHy:=H3 weder ein fortlaufend
i ndi zi ertes Subzentren-Netzwerk. (Das Zeichen "«" wrd dabei
als "vor" gel esen.)

(1) V(Ng) : =(V(Np) VA(Ny) ) W(V(N) \ E(Np) )

(2) E(Ng):=E(Np), S(N3):=S(Np) US(Nz), A(Ng):=A(Ny).
(3) K(Ng): =(K(Np) UK(Nyp) ) AV( Ng) xV( Ng) UPK( Hy, Hp)

(4) vz: V(Ng) >IN mit

v, (V) furveV(N,)

v, (V) firve A(N,) UE(N,,S) UA(N,,S)

0, (V) + max(vy(S(N,)) fir v e S(N,)

v, (V) + max (v, (I(N,)) far v e I(N,)

vz(Vv): =

, : ~_n(w)farve V(N,)
( 5) 13. V( N3) —)T]_UTZ mt ’C3( V) . _{‘[Z(V) fiir v e V(NZ) .
Bewei s:

Sei N;' bzw. N,’ das Subzentren-Netzwerk das entsteht, wenn von
Ny bzw. N, die Menge der &uBeren Ausgadnge A(N;) bzw der
aulReren Eingange E(N,) mt anhangenden Kanten entfernt wrd.
Nach Satz und Definition A2.1.27 ist N3 :=Ny' UN;' ein
Subzentren-Net zwerk. Nz entsteht aus Ng' durch H nzunahne der
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Produkt kanten von H; nach H, und ist damt nach Satz A2.1.29
ebenfal | s ei n Subzentren- Net zwer k.

: _ _ | E(Ny,s) furse S(N,)
Aus (3) f ol gt unm ttel bar: E(Ng, S) _{E(Nz,s)fUrSGS(NZ)'
A(N,,s) furse S(N,)
A(Ns, s) ={A(N 9firseSN,)’ E(N3, S(N3) ) =E(Np, S(Np) ) VE( Ny, S(Np) )

und  A(N3, S(N3)) =A(Ng, S(Np) ) VA(Nz, S(Np) ). = T (Ng) =1 (Ny) LI (N)
nach Satz A2.1.17 und Voraussetzung (2).

Mt Voraussetzung (2) und Satz und Definition A2. 3.11 ist
damt |eicht zu sehen, dall (Ng,v3) (fortlaufend) indiziert ist.

g.e.d.

Die Zw schenergebni sse des vorausgegangenen Beweises seien
nachf ol gend in ei nem ei genen Satz festgehalten.

Satz A2.2.9:

Si nd Hi=(Nyp, vq, 11) und Ho=( Ny, vy, 1) zwei di sj unkte,
(fortlaufend) indizierte Subzentren-Netzwerke, dann gilt far
das serielle Produkt H=(N, v, 1):=HjeH,:

(1) E(N)=E(Np) und A(N) =A(Np)
(2) S(N)=S(Np) US(Nz) und 1 (N)=1(Ny)ul(N)
E(N,,s) furse S(N,) A(N,,s) furse S(N,)

(3) ENs) ={E(Nz,s)f'urse S(N,) AN, 9 flrse S(N,)

und A(N, s) ={

(4) E(N, S(N))=E(N;, S(Ny)) UE(N,, S(N,)) und
A(N, S(N) ) =A(Ng, S(Np) ) VA(Np, S(Np) ) .

Ebenso we das parallele Produkt, laBlt sich das serielle
Produkt zweier fortlaufend indizierter Subzentren-Netzwerke
graphi sch sehr anschaulich darstellen, we in Bild A2.5 zu
sehen i st.
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\A 4
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’ ’ 2 1 F"

Bild A2.5: Das serielle Produkt zweier fortlaufend indizierter
Subzent r en- Net zwer ke.

Bild A2.7: Die Produktkanten von H; nach Hy bzw von HjeH, nach
H3. (Letztere kurz strichliert.)

Bild A2.9: Die Produktkanten von Hy nach Hg bzw. von H; nach
HoeH3. (Letztere kurz strichliert.)

Umn zeigen zu koénnen, dall auch fur das serielle Produkt dreier
di sjunkter, (fortlaufend) indizierter Subzentren-Netzwerke das
Assozi ativgesetz gilt, i st noch ein Kkleiner Hi | fssatz
not wendi g.
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H | fssatz A2.2.11:

Sind Hi=(Ng, v1, 11), H=(Np, vy, 75) und Hz=(Ng, vz, 13) drei paarwei se
di sjunkte, (fortlaufend) indizierte Subzentren-Netzwerke und
Vi =(V(Np) UV(Np) ) UV(Ng) )\ (A(Ny) UA(N) UE(Ny) UE(Ng)),  so i st
PK( Hy, Ho) nVgxVy = PK(HpeHy, Hg) NVaxVy und PK(Hp, Hg) m
V4XV4 = PK( Hl! H20H3) f\V4XV4

Bewei s:

Angenommen 3 (v,V')ePK(H;, Hy) mt (v,Vv') ¢PK(H, Helg) =
V' eA(N,) . Wegen A(Np) NV,=D. = PK( Hy, Hp) NV Ve
PK( Hl’ H20H3) ﬂV4XV4.

Vol | kommen anal og fol gt: PK(Hp, HyeH3) NVgxVy) cPK( Hy, H) nVgxVy, =
PK( Hy, Hp) NV4xV4=PK( Hy, HpeHg) nVyxV,. (Vgl. Bild A2.7.)

Angenommen 3 (v, V') ePK(Hy, Hz) m t (v,Vv') gPK(Hp, HoeHg) =
VEE(Ny) . Wegen E(Np) nV,=@. = PK(Hy, Hg) NV xVacPK( Hy, HyeHs) NV xV,
Anal og fol gt: PK( Hy, HoeHg) MV xV4cPK( Hp, Hg) NV4aXxVy =
PK( Hy, Hg) NV4XxV4=PK( Hy, HpeHg) nVyxV,. (Vgl. Bild A2.9.)

g.e.d.

Satz A2.2.13:

Sind H, H und Hz drei paarweise disjunkte, (fortlaufend)
i ndi zierte Subzentren-Netzwerke, so ist (HpeHy)eHz = Hye(HyeHs).

Bewei s:

Sei Hi=(Np, v1, 1), Ho=(Np, v2, 1), Hz=(Ng, vz, 13), H=(N, v, 1) : =HeH,,
Hy=(Ng, vg, 14) : =HeHz, H =(N , 0", 1" ): =HyeH3 und H5=(Ng, vg, 15) : =HjeH
= Hy=(HheHp) eHz und Hs=Hje( HyeHs) . _

Nach Satz und Definition A2.2.7 und Satz A2.2.9 gilt: V(Ny)=
(VIN)VACN) ) U(V(Ng) VE(Ng) ) =( (VI Np) VAN ) U(V(N) VE(N2) )V A(N) ) U
(V(Ng)VE(N)) = (V(Np) UV(Np)) UV(Ng) )\ (A(Np) UA(Np) UE( Np) UE(Ng))
= (V(NDVA(ND ) U((V(N2) VA(N) ) U( V(Ng) VE(Ng) )V E(Ny)) =

(VN VA(Np) ) U(VIN D) VE(N ) =V(Ns)

Nebenrechnung: V(N)=(V(Np)\A(N;)) U(V(N,)\E(Ny)) und

V(Ng) =(V(ND\ (A(ND)) U (VN (A(N)) U E(N))) U(V(Ng) \ E(Ng) )
= K(Np) AV(N) xV(N) =K(Np) AV(Ng) XV(Ng) und K(Np) AV(N) xV(N) =K(Np)
V(Ng) XV(Ng) = (K(Np) UK(Np) ) AV(N) xV(N) =( K(Np) UK(Np) ) N

V(Ng) XV(Ny)

VIN) =(V(N2) VA(Np) ) U(V(N3g)\ E(N3) ) und V(Ng) =(V(Np)\ (A(N)) v
(VIN)\ (A(N2)) w E(Np)) ) U(V(N3)VE(N3) ) = K(Nz)

V(N ) xV(N ) =K(Nz) "V(Ng) xV(Ng) und K(Ng) "V(N ) xV(N ) =K(Ng) n
V(Ng) XV(Ng) = (K(Np) UK(N3) ) "V(N ) xV(N ) =(K(Np) UK(Ny) ) n

V(Ng) XV(Ny)
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K(Ng) =( K(N) UK(N3) ) "V(Ng) XV(Ng) UPK(H, Hg) = ((K(Np) UK(Np) ) N
V(N) xV(N) UPK( Hy, Hp) ) UK(Ng) UPK( H, Hg) ) "V(Ng) XV(Ng) =

(((K(Np) UK(Np) ) nV(Ng) XV( Ng) UPK( Hy, Hp) ) UK(Ng) UPK(H, Hz)) n
V(Ng) XV(Ng) =

(KON UK(Np) UK(N3) UPK( Hy, Hp) UPK(H, Hz) ) n V(Ng) XV( Ng)

K(Ns) =( K(Np) UK(N ) ) "V(N5) XxV(N5) UPK( Hg, H ) =(K(Ny) UK(N ))
V(Ng) XV(Ng) UPK(Hy, H ) =

(K(Np) U( (K(N2) UK(Ng) ) "V(N ) xV(N' ) UPK(Hyp, Hz) ) UPK(Hj, H , v ))
V(Ng) XV(Ny) =

(K(Np) U( (K(N2) UK(N3) ) nV( Ng) XxV(Ng) UPK(Hp, Hg) ) UPK(Hq, H , v ))
V(Ng) XV(Ng) =

(KON U(K(Np) UK(Ng) UPK( Hy, Hg) UPK(Hy, H ) MV(Ng) XV( Ng)

Nach Hi|fssatz A2.2.11 (1) ist (PK(Hy, Hp) UPK( HysHp, Ha)) N
V(Ng) XV(Ng) = (PK(Hp, Hg) UPK(Hy, HyeH3) ) NV(Ng) XV(Ng) =

( PK(Hy, Hp) UPK(H, Hz) ) "V(Ng) XV(Ng) = (PK(Hp, H3) UPK(Hg, H ))
V(Ng) XV(Ng) = K(Ng) =K(Ns)

Far i=1,2,3,4,5 bilden nach Satz A2.1.19 die Mengen E(N),
S(N), A(N), I(N), {E(N,s) und A(N,s) fir seS(N)} eine
Partition von V(N). Betrachtet man nun jeweils die Restriktion

von v; auf eine dieser Partitionsnengen, so ist jede von diesen
bzgl . der entsprechenden Restriktion indiziert und Satz A2.2.9
di e di sjunkte Vereinigung von anderen sol chen Mengen. Mt Satz

A2.3.19 ist damit v4=vs. Da die Folgerung t4=t5 trivial ist,

gi 12 Hy=(Ng, va, 14) =(Ns, v5, 15) =Hs.
g.e.d.

Der Beweis zu vorangegangenem Satz kann auch sehr |eicht
anschaul i ch an Hand ei ner gr aphi schen Dar st el | ung
nachvol | zogen wer den.

Leider gilt fir die Qperationen "X und "e" nicht das
Di stributivgesetz far Monopol yi de, d. h. (HyxHy) o( HaxHy) #
(HieH3) x(HyeHy) .  Jedoch kann man eine abgeschwédchte Version
di eses Geset zes bewei sen, In dem man statt der

Aqui val enzrel ati on "= auf di e Aqui val enzrel ati on S
zur ickgreift.

H | fssatz A2.2.15:

Sind H=(Np, v1, 1), H=(Np, vz, 1), H=(Ng, vz, 13) und Hy=(Ny, vg, 14)
vi er paarwei se disjunkte, (fortlaufend) indizierte Subzentren-

Net zwer ke und max(vi(A(N;)) =max(vo(E(Ny)) mt max(d): =0, so ist
PK(HyxHg, HpxHy) = PK(Hy, Hy) UPK(Hg, Hy) .
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Bewei s:

Sei H=E(N v, 1):=HjxH3 und H=(N,v ,tv):=HxH; = Nach Satz und
Definition A2.1.27 ist V(N=V(N;)UV(N3), A(N =A(N;)UA(N3) und
K(N)=K(N) UK(Ng),  sowie V(N )=V(N) UV(Ny), E(N ) =E(Np) UE( Ng)
und K(N ) =K(Ny) UK(Ny) .

v,(a) furae A(N,)

Aulerdem i st v(a):= ) f Ur
{03(a) +max(v, (A(N,)) furae A(N,)

acA(N;) VA(Ng) und fur eeE(Ny) UE(Ny)
, {uz(e) furee E(N,)
v'(e):= iy
v,(e) + max(v,(E(N,)) furee E(N,)

entweder (acA(N;) und ecE(N,)) oder (veA(N3g) und ecE(Ny)), da
nach Vorausset zung max(vi(A(Ny)) =max(va( E(Ny)) .

PK(HyxHg, HpxHy) = PK(HH ) = {(v,Vv')eV(N)xV(N): 3 acA(N: (v, a)e
K(N), 3 eeE(N):(e,v')eK(N) und v(a)=v' (e)} = {(v,Vv')e(V(N)u
V(Ng) ) X(V(N) UM(Ng) )1 3 aeA(Ny) UA(Ng) : (v, @) eK(Ng) UK(Ng) ,

3 ecE(Ny) UE(Ng) : (e, v') eK(Np) UK(Ng) und v(a)=v' (e)}=

{(v, V') e(V(N) UV(Ng) ) X(V(Ng) UV(Ng)): 3 aeA(Ny) : (v, @) eK(Np) U
K(Ng), 3 ecE(Np): (e, v')eK(Ny) UK(Ny) und v(a)=vy(a)=uvy(e)=v'(e)}
U {(v, V') e(V(N) OV(Ng) ) X(V(N) UV(Ng)): 3 aeA(Ng): (v, @) eK(Np) U
K(Ng), 3 ecE(Ny): (e, v')eK(Np) UK(Ny) und v(a)=vg(a)=uy(e)=v'(e)}
= {(v, V") e(V(Np) UV(Ng) ) x(V(Np) UV(Ny) ) : 3 acA(Ny): (v, @) eK(Ny), 3
ecE(Np): (e, v' ) eK(Np)  und  vi(a)=vp(e)} U {(v,Vv')e(V(N) U
V(Ng) ) X(V(Np) UV(Ng) )1 3 acA(Ng): (v, @) eK(Ng), 3 ecE(Ny):

(e,v') eK(Ng) und vz(a)=v4(e)} =

{(v,v") eV(N) XV(No): 3 aeA(Np):(v,a)eK(Ny), 3T eeE(Ng): (e,Vv')e
K(Np) und vq(a)=ve(e)} u {(v,Vv')eV(N3)XxV(Nyg): I aeA(Ng):(v,a)e
K(Ng), 3 GEE(N4):(G,V')€K(N4) und 03(8)204(3)} =

PK(Hy, Hp) U PK(Hg, Hy)

st v(a)=v' (e), so ist

g.e.d.

Satz A2.2.17:

Sind H, H, Hz und Hy vier paarweise disjunkte, (fortlaufend)
indizierte Subzent r en- Net zwer ke und max( vy (A(Ny)) =

max(vz(E(N2)), 80 ist (HieHh) «(HgeHs) ~ (HyxHg) o( HoxHy) .

Bewei s:

Sei H]_Z :( Nl, V1, ’Cl) ) H2: :( N2, Vo, ’Cz) H3: :( N3, V3, T3) ) und
Hy: =(Ng, vg, 14) . Definiere Hs=(Ns, vs, 15) : =(HyeHp) «(HzeHy)

Hg=(Ng, Vg, 16) : =(HixHg) o(HaxHg) . H" =(N", v1", 1" ) 1 =Hy<Hg,

Hy' =(Ny', vp', 1" ) 1 =HpxHy, H"=(N", 01", 1") D =HpeHp und

H3" =(Ns", v3", 13" ) 1 =HgeH,.

Zeige Ng=Ng und die ldentitat ist der gesuchte |sonorphisnus.
Cehe dazu analog wie in Beweis von Satz A2.2.13 vor.
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V(Ng) =(V(Np" ) OV(Np" ) )\ (ACNL ) WE(N' ) ) =((V(Ny) WV(Ng) U(V(Np) L
V(Ng) )\ (ACN) WA(Ng) VE(Np) VE(Ny) ) =

((VINp) WV(Np) )\ (ACN) VE(N,) ) ) U((V(Ng) WV(Ng) )\ (A(Ng) U
E(N) ) =V(N") WV(Ng") =V(Ng)

K(Ng) =(K(N" ) UK(N" ) UPK(H; ", Hp' ) ) nV(Ng) XV(Ng) =

(KON ) WK(Nz™ ) ) nV(Ng) xV(Ng) UPK(Hy" , Hp' ) =

=(K(Np) UK(N3) UK(Np) WK(Ng) ) "V(Ng) xV(Ng) UPK( Hy, Hp) UPK(Hg, Hy) =
(KCNp) UK(Nz) ) V(Ng) XV(Ng) WPK(Hy, Hy) W (K(Ng) WK(Ns) ) nV(Ng) xV(Ne)
UPK( Hg, Hy) =

(KONp) WK(Np) ) AVING™) xV(Ny ™) WPK(Hy, Ho) W (K(Ng) WK(Ng) ) N

V(N3" ) xV(Ng" ) WPK(Hg, Hg) =K(N;") WK(Ng™) =K( Ng)

Vegen E(Ns) =E(Ng), S(Ng)=S(Ng) und A(Ns) =A(Ng) = Ng=Ne.

Es ist leicht zu sehen, dall die Restriktionen von vg und vg auf
den Mengen der inneren und &aufleren Ein- und Ausgange identisch

sind. = H5=(Ns, vs, 15) ~(Ng, Vg, 16) =Hg.
g.e.d.

Man kann ohne Probleme feststellen, daR die |Indizes der
Subzentren fur beide Produkte verschieden sind und somt die
vol lige A eichheit imallgenmei nen ausgeschl ossen i st.

Abschl i elend sol |l noch  kurz auf ei nige Eigenschaften

ei ngegangen werden, die bei der Bildung des parallelen bzw.
seriellen Produkts erhalten bl eiben.

Satz A2.2.19:

Si nd Hi=(Nyp, vy, 11) und Ho=( Ny, vy, 1) zwei di sj unkt e,
(fortl aufend) indizierte Subzent r en- Net zwer ke m t der
Ei genschaft "gepackt" bzw. "zykel frei" bzw. "ohne
Ver zwei gungen” bzw. "ohne Verjungungen” bzw. "ohne freie

Ei ngange" bzw. "ohne freie Ausgange", so besitzen auch HxH,
und HjeH, di ese Ei genschaft.

Bewei s:

Sei H=(N, v, 1) : =( Nl’ V1, ’Cl) x( N2, Vo, ’Cz) bzw. H=(N,v ,t):=
(N1, v1, 11) o(Np, L2, T2)

a) "gepackt": = I(Np)=2=I(N,) = I(N==I(N) = N und N
si nd gepackt.

b) "zykelfrei": Angenomren es gibt in N einen Zykel Z, so ist
dieser ganz in N; oder N, enthalten, da K(N) nV(Np)xV(N,) =
und K(N)nV(N) xV(N;)=. Dies ist aber ein Wderspruch zur

Vor ausset zung. = N ist zykelfrei.
Angenonmen es gibt in N einen Zykel Z, so ist dieser ganz
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in Ny oder N, enthalten, da K(N )nV(Ny)xV(N;)=Z und Z mt
ei ner Kante aus  V(N;)xV(Np) auch eine Kante aus
V(Np) XV(N;) enthalten nifte. Analog wie eben folgt damt

ein Wderspruch zur Voraussetzung. = N ist zykelfrei.

c) "ohne Verzwei gungen" bzw. "ohne Verj ingungen”:
Da K(N) nV(Ny) xV(Np) = und K(N) nV(N;) xV(Ny) = mufl auch N
ohne Ver zwei gungen bzw. ohne Verj ingungen sei n.
Angenonmen es gibt in N eine Verzwei gung am Knoten v, so

gibt es eine Produktkante (v,v")eV(Ny)xV(Ny). Zu dieser

existiert dann eine Kante (v,a)eV(N)xV(N;) und eine
virtuel l e Verbi ndungskante (a,e). Damt wire v auch eine

Verzweigung in N;. = N ist ohne Verzwei gungen.
Anal og folgt: N ist ohne Verjingungen.

d) "ohne freie Ei ngadnge" bzw. "ohne freie Ausgange":
Da K(N)nV(Ny) xXV(Np) = und K(N) nV(Ny) xV(Np) = muf3 auch N
ohne frei e Ei ngdnge bzw. ohne frei e Ausgange sein.
Angenonmen es gibt in N einen freien Eingang v. Da
E(N )=E(N;) nmuB es in N; eine Kante (v,a) geben und da v
in N en freier Engang ist, nul3 eine virtuelle
Ver bi ndungskante (a,e) existieren, wobei e in N, keinen

Nachfol ger besitzen darf. = eeE(N,) ist ein freier

Ei ngang. Dies ist ein Wderspruch zur Voraussetzung. = N
i st ohne frei e Eingange.
Anal og zei gt man, dall N ohne Verjldngungen i st.

g.e.d.

Im né&chsten Abschni tt sol |l en nun die vorangegangenen
Definitionen und Séatze dazu verwendet werden, |sonorphie- bzw
Aqui val enzkl assen von fortlaufend indizierten Subzentren-
Net zwer ken genauer zu unter suchen.
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A2.3 Das natdrliche Mnopolyid der
Aqui val enzkl assen

Im allgeneinen ist bei einem konkreten Subzentren-Netzwerk
ni cht I nt er essant aus wel cher Knot ennenge es si ch
zusanmenset zt, sondern vielnehr, welche Struktur es besitzt
bzw. zu wel cher | sonorphi ekl asse es gehtrt. Nachfol gend werden
| sonor phi e- und Aqui val enzkl assen von fortlaufend indizierten
Subzentren- Netzwerken mt einer festen Menge T von Typen
genauer untersucht. Dazu werden die wchtigsten Definitionen
und Satze Uber Monopolyide als bekannt vorausgesetzt. Als
al ternative Losung bietet sich aber auch an, diese bei Bedarf
I m Anhang oder in [HUB95] nachzuschl agen.

Definition A2.3.1:

Ist T eine Menge von Typen, dann bezeichne Ny die Menge aller
| sonor phi ekl assen von fortlaufend indizierten Subzentren-

Net zwer ken. Ist H=(N,v,t) mt 7w V(N)—>T, so bezeichne (H die

zu H gehorende |sonorphieklasse. Ist H e(H, dann heifst H ein
Reprasentant von (H).

Gowohl es vom Standpunkt der Mengenl ehre gesehen etwas
kritisch ist, von der "Menge aller |sonorphieklassen" zu
sprechen, so konnen diese Bedenken jedoch mt Satz A2. 2.7
entkraftet werden, da es danach zu jeder |sonorphieklasse
einen eindeutig definierbaren Reprasentanten mt ei ner
Knot ennenge aus ZxZ gi bt.

Un eine geeignete Vorstellung von 1sonorphieklassen von
Subzentren- Net zwer ken zu haben, sollte man sich klar machen
dal alle Abbildungen in dieser Publ i kati on, die ein
Subzentren- Net zwerk zeigen, eigentlich die |[|sonorphieklasse
des zugehoérigen Subzentren-Netzwerks zeigen, da dabei die
originale Knotennmenge nie dargestellt wirde. Ungekehrt kann
al so jede |sonorphieklasse durch die graphische Darstellung
ei nes Reprasentanten visualisiert werden.

Al's nachstes werden nun das parallele und das serielle Produkt
uber die Reprasentanten auf die Menge Ny Ubertragen.

Definition und Satz A2. 3. 3:

Si nd Hy und H, zwei di sj unkte Repr asent ant en der
| sonor phi ekl assen (H;) und (Hy) aus Ny und das parallele
Produkt "x" definiert durch (Hp)x(H):=(HxH), so ist (Nt,x) ein
Monoid mt demleeren Netzwerk als Neutral el enent O.
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Bewei s:

Zunachst ist die Whldefiniertheit der Operation "x" zu zeigen.
Das  hei 3t, sind H' und Hy' zwei andere disjunkte
Reprasentanten, so ist (H;'xHy' )=(HyxH).

Sei H]_:( N]_, V1, ’Cl) , H2:( N2, Vo, ’52) , H:l_l :( N]_l , Ull , Tll ) E( Hl) und

H' =(Ny' , 00", 10" ) e(Hp) . = Es exi stiert je ein
bewer t ungser hal t ender | sonor phi snus B1: V(Ny) »V(N;") bzw.
Bo: V(Np) V(N ). Da V(N;) und V(N,), sowie V(N;") und V(N,')
di sj unkt si nd, I st B1UPB2: V(Np) UV(Ny) >V(N;' ) UV(N,' ) ein

bewer t ungser hal t ender |sonorphisnmus von H;xH, nach H'xH' . =

(Hy' <Hp' ) =(HpHy) . _ .
Da es zu je zwei |sonorphieklassen disjunkte Repréasentanten
gibt, gilt fuar die Operation "x" nach Satz A2.2.3 das

Assozi ativgesetz. = (Ny,x) ist eine Halbgruppe. Es ist
auRerdem | eicht ei nzusehen, dalR das |eere Netzwerk das

Neutral el enent bzgl. "x* bildet und (Ny,x) somt ein Mnoid
I St.

g.e.d.

Bevor eine entsprechende Aussage fur das serielle Produkt
gemacht werden kann, missen vorher noch die entsprechenden
Neut r al el emente dazu definiert werden.

Definition A2.3.5:

st HE(N,v, 1) ein fast | eeres Netzwerk ohne Verzwei gungen, ohne
Verj ungungen und ohne freie aullere Ei n- oder Ausgange, dann

heit H eine Pernmutation, falls fiur jede Kante (e, a)eK(N)
t(e)=t(a) ist. Ist daruber hinaus fir jede Kante (e, a)eK(N)
v(e)=v(a), dann heil3t H eine ldentitat. Ist t eine Abbildung in
die Menge T, dann heif8t die Isonorphieklasse (H) aus Ny
entsprechend eine Pernutation oder Identitéa, wenn H eine

Pernmutation oder Identitat ist. N-Fr> bzw. N!r bezei chne die
Menge aller Pernutationen bzw. Identitdten aus Nyp. Allgenein
bezei chne N$ die Menge aller |sonorphieklassen aus Ny, deren

Reprasentanten fast |eere Netzwerke sind und in denen fir jede
Kante (e,a) t(e)=t(a) gilt.

Es ist klar, dalR es in einer Pernutation oder Ildentitat nur
Kanten von &uferen Ei ngangen zu &ulReren Ausgéngen geben kann
und die Anzahl der &uleren Eingange gleich der der aulReren
Ausgange sein muf3. (Vergleiche Bild A2.11.) Nach dieser
Definition stellt auch das | eere Netzwerk eine ldentitat dar.
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\ A

> > >

Bild A2.11: Eine Permutation (links) und zwei Ildentitéaten.

Definition A2.3.7:

Ist H=(N,v,t) ein fortlaufend indiziertes Subzentren-Netzwerk
mt ©V(N)>T und (T",:) das freie Mnoid iGber T, dann hei Rt der
Vektor E(H eT®™ bzw. A(H eT® der Typeneingangs- bzw
Typenausgangsvektor von H, wenn fir die 1i.-te Konponente
di eses Vektors gilt:

3 veE(N) mit vo(v)=i und (E(H);=t(v) bzw. 3 veA(N) nmit v(Vv)=i
und (A(H));=1t(Vv).

Den Typenei ngangs- bzw. Typenausgangsvektor eines fortl aufend
i ndi zi erten Subzentren-Netzwerkes erhdlt man al so auf einfache

Art und Wise in dem man der Reihe nach die Typen der Ein-
bzw. Ausgédnge =zu einem Vektor zusamenfalit. Entsprechend

erhalt man den | eeren Vektor A, wenn E(N)=g bzw. A(N) =0 i st.

Satz A2.3.9:

Eine ldentitat [I1] ist durch Typeneingangsvektor E(1) bzw
Typenausgangsvektor A(1) eindeutig bestimt.

Bewei s:

Der Typenei ngangsvektor bzw. Typenausgangsvektor |egt sowohl
die Anzahl der auBeren Ein- bzw Ausgange von [I] als auch
deren Indizes und Typen fest. Da [I] eine ldentitat ist, sind
damt auch die Kanten von [I] festgelegt und [I] somt
ei ndeutig definiert.

g.e.d.

Man beachte bei der nachsten Definition den feinen aber
wesent | i chen Unterschied, dalR das serielle Produkt "e" fiur zwei
Reprasentanten H; und H, bereits dann definiert ist, wenn sie
di sj unkt e Knotenmengen besitzen; das serielle Produkt "e" der
zugehori gen | sonorphi ekl assen dagegen ist nur dann definiert,

wenn A(Hp)=E(H,) ist.
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Definition und Satz A2.3.11:

Si nd Hy und H, zwei di sj unkte Repr asent ant en der
| sonor phi ekl assen (H;) und (H,) aus Ny mit A(H))=E(H,) und das
serielle Produkt "e" definiert durch (Hp)e(Hy):=(HpeH), so ist
(Nt,ep) nmit D={((H,(H)): A(H=E(H)} ein Polyid, wobei fur
(HeNy die i nksseitige | denti t at 1, ((H) durch den
Typenei ngangsvekt or E(H und die rechtsseitige Identitaét

1,((H)) durch den Typenausgangsvektor A(H) eindeutig bestimt
I St.

Bewei s:

Die Menge D ist wohldefiniert, da je zwei Reprasentanten einer
| sonor phi ekl asse bewertungserhaltend isonorph sind und somt
di e Typenei ngangs- bzw. Typenausgangsvekt oren Uberei nsti mren.

Zu zeigen ist auch, dall die Operation "e" wohldefiniert ist.
Das  hei 3t, sind Hy' und Hy' zwei andere disjunkte
Reprasentanten, so ist (H;' eHy' ) =(HjeHy).

Sei  H=(Np, v, 11),  Hp=(Np, v, 12),  H'=(Ng",v1", 11" ) e(H) und
H' =(No' ,v0', 10" ) e(Hp). = Es exi stiert je ein
bewer t ungser hal t ender | sonor phi snmus B1: V(Ny) >V(N;") bzw.
Bo: V(N) V(N ). Da V(N;) und V(Ny), sowie V(N;') und V(N )
di sjunkt sind, sind auch die Mengen Vqi:=V(N;)\VA(N;) und
Vo =V(No)VA(Ny)  bzw. V' i =V(Ny")VE(N;') und Vo =V(Nx' )VE(Ny' )
di sjunkt. Damt bildet die Vereinigung der Restriktionen
Balv,UB2lv,: V1V Vy" UVy! ei nen bewer t ungser hal t enden
| sonor phi smus von HieH, nach Hy' eHy' . = (Hi' oHy' ) =(HyeHy) .

Da A(HpeHy) =A(Hy) und E(HpeHy) =E(H;) ist, gilt:

(Hy, Hp) , (Hp, Hg) €D < A(Hy) =E(Hp) und A(H)=E(Hs) < A(Hy)=E(Hp)
und  A(HpeH) =E(Hg) < (Hp, Hy), (HyeHy, Hg) eb. Anal og st
(H1, Hp), (Hp, Hg) €D < (Hp, Hg), (Hy, HyeHs) €D.

Da es zu je zwei |sonorphieklassen disjunkte Reprasentanten
gibt, gilt fir die Operation "e' nach Satz A2.2.13 das
Assozi ativgesetz. = (Ny,ep) ist eine partielle Hal bgruppe. Da
eine oben definierte ldentitat (als |sonorphieklasse) durch

den Typenei ngangs- bzw. Typenausgangsvekt or ei ndeuti g
festgelegt ist, ist leicht einzusehen, dal3 die Identitaten die
Neutral el emente bzgl. der Operation "¢ sind und zu jeder
| sonor phi ekl asse aus Ny eine links- bzw rechtsseitige
| dent it at existiert, die nach Satz A2.3.9 durch den

Typenei ngangs- bzw. Typenausgangsvektor eindeutig bestimt
I St.
= (N, ep) ist ein Polyid.

g.e.d.
Bei den weiteren Untersuchungen spielen die I|sonorphieklassen

al lerdings nur eine untergeordnete Rolle. Wit interessanter
sind bestimte Aquival enzkl assen von |sonorphi ekl assen. Dazu
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wird die Definition der Aqui val enz  zwei er fortl aufend
i ndi zi erter Subzentren-Netzwerke dber die Repréasentanten auf
di e | sonor phi ekl assen Ubertragen.

Definition A2.3.13:

Ist T eine Menge von Typen, dann hei Ben zwei | sonorphi ekl assen

(Hy) und (Hy) aus Ny &aquivalent (in Zeichen (Hy)~(H)), wenn
di e zugehori gen Reprasentanten H; und H, &quivalent sind. (Vgl.
Definition A2.1.7)

Satz und Definition A2.3.15:

Die Relation "~" definiert auf N; eine Aquival enzrelation.
Damt bezeichne Ny/~ die durch "~" definierte Quotientennenge

von Ny und [H] die zu (H) gehorende Aquival enzkl asse. H hei Rt
dann ein Reprasentant von [H].

Bewei s:

Natlrlich ist die Relation "~" reflexiv. "~" ist symetrisch

da ein eingeschrankt bewer t ungser hal t ender | sonor phi smus
bijektiv i st und " i st transitiv, da die

Hi nt er ei nander ausf Ghr ung zZwei er ei ngeschr ankt bewer t ungs-
er hal t ender | sonorphi smen w eder ein eingeschrankt bewertungs-

er hal t ender | sonor phi smus i st. = S i st ei ne
Aqui val enzrel ation auf Nr.

g.e.d.

Zu einer Aquival enzkl asse aus Ni/~ sind also gerade solche
| sonor phi ekl assen zusamengefallt, die sich nur in den Indizes
der Subzentren und Interinknoten unterscheiden. Man kann eine
sol che Aqui val enzkl asse al so eineindeutig mt der graphischen
Darstellung eines Reprasentanten assoziieren, bei dem die
I ndi zes der Subzentren und Interinknoten unterschlagen werden.

Fir ein fast leeres Netzwerk sind die zugehorige |sonorphie-
und Aqui val enzkl asse identisch; w e fol gender Satz zeigt:
H | fssatz A2.3.17:

Ist H ein fast l|leeres Netzwerk, so ist die I|sonorphieklasse
(H) identisch zur Aquival enzkl asse [H]. |Insbesondere ist damt

N9=N%/ ~, NP=NF/~ und Ni=NY/~
Bewei s:

Angenonmen H=(N,v, 1) besitzt keine Subzentren und Kkeine
Interinknoten, so besitzt jedes H=(N,v ,tv)e[H ebenfalls
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kei n Subzentrum und keinen Interinknoten, da N und N isonorph
si nd. Dam t I st aber auch j eder ei ngeschr ankt
bewer t ungser hal tende | sonor phisnus  von H nach H ein

bewer t ungser hal tender 1sonorphismus. = He(H = [Hc(H.

Ungekehrt gilt trivialerweise (Hc[H. = [H=(H =
Behaupt ung.

g.e.d.

Al's nachstes werden nun das parallele und das serielle Produkt
uber di e Repr asent ant en auf di e Menge Nt/ ~ der

Aqui val enzkl assen ubertragen.
Definition und Satz A2.3.19:

Si nd Hy und H, zwei di sj unkte Repr asent ant en der
Aqui val enzkl assen [H;] und [Hy] aus Ny/~ und das parallele
Produkt "x" definiert durch [Hi]x[H)]:=[HixH], so ist (Ny/~ %)
ein Monoid mt demleeren Netzwerk als Neutral el enent O.

Bewei s:

Anal og zu Definition und Satz A2. 3. 3.

Definition und Satz A2.3.21:

Si nd Hy und H, zwei di sj unkte Repr asent ant en der

Aqui val enzkl assen [H;] und [Hy] aus N/~ mit A(H;)=E(Hy) und
das serielle Produkt "e" definiert durch [Hj]e Hy]:=[HeH], so

ist (Ny/~ep mnmt D={([H,[H]): A(H=E(H)} ein Polyid,
wobei die obig definierten ldentitaten die Neutralelenente

bi | den, d.h. 1y;.=Nf.

Bewei s:

Anal og zu Definition und Satz A2.3.11 unter Verwendung von
H | fssatz A2.3.17.

Danmit gel angt man zu dem ei nfachen, aber w chtigen Satz:

Satz A2.3.23:
(Nt/ ~, x, ep) st ein Mnopolyid.
Bewei s:

Nach Definition und Satz A2.3.19 ist (Ny/~x ein Mnoid und
nach Definition und Satz A2.3.21 ist (Ny/~ ep ein Polyid.
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Zeige daR (Ny/~ x ep) die Bedingungen (1)-(4) von Definition
A2.1.16 aus [HUB95] erfillt.

1) Das leere Netzwerk O ist eine ldentita nach Definition
A2. 3. 5.

2) Es ist leicht einzusehen, dall das parallele Produkt zweier
I dentitaten wi eder eine ldentitat ist.

3) Seien  H=(Np,v3,11), Hp=(Np, vz, 1), H=(Ng,v3,13) und
Hy=( Ny, vg, 14) vi er di sj unkte Repr asent ant en der
Aqui val enzkl assen [H], [Ho], [ Hs] und [ Hyl und

([H] . [Fo]) ([Hs], [Hal), ([ H] [ Hs], [Fo] x[ Ha] ) €D =
A(H) =E(Hp) = max(v1(A(N) ) =max(vo(E(Ny)) =
(HpeHp) x(HgeHy) ~ (HixHg) o( HpxHy) nach Satz A2.2.17. =
[ (HieHb) x(HgeHs) ] = [ (HixHg) o(FHoxHy) | =
([Fl o[ Hol ) ([ Hgl o[ Hal ) = ([ Hal«[ Hgl) «([ Ho] <[ Hal )
4) ([H]. [H), ([Hs] [Ha]) €D = A(H) =E(Hy) und A(Hg)=E(H,)

= A(Hy) -A(Hs) =E(H) -E(Hs) = ([H] <[ Ha], [Ho] <[ Hs]) €D. |
g.e. d.

SchlieBlich und endlich wird noch eine Abbildung | || definiert,
die jedem Netzwerk bzw jeder Aquival enzklasse die Anzahl
sei ner Subzentren und Interinknoten als Norm zuordnet.

Satz A2. 3. 25:

Di e Abbil dung || [|: (Ny/ ~, x, op) =>(INg, +, +) mt [[[H [|: =[S(N) [+]l (N)| fr
H=(N,v, 1) ist ein nicht-trivialer Monopolyiden-Honmonorphi snmus
und damt (Ny/~ x,ep) ein natirliches Mnopolyid.

Bewei s:

Da zum einen ldentitaten weder Subzentren noch I|nterinknoten

enthalten, bildet | || jede Identitat auf die O ab. Zum anderen
bl ei ben bei der Bildung des parallelen bzw seriellen Produkts

alle Subzentren wund Interinknoten erhalten. = |[H]x[H]l=
IDH [HIDHI I und D H ] o[ Hpl [T Hl IHILHA N = [ ] ist ein
Monopol yi den- Hononor phi snus. = || || ist ein nicht-trivialer
Monopol yi den- Hononor phi smus, da es in Ny/~ sicherlich eine
Aqui val enzkl asse mit mndestens einem Subzentrum gibt. =
(Nt/ ~, x,op) ist ein natirliches Mnopolyid.

g.e.d.
Im weiteren Verl auf sind nun verschi edene Unternonopol yi de von

(Nt/ ~, x,op) interessant, insbesonders solche, die aus einer
Tei l menge von Ny/ ~ erzeugt werden.
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A2. 4 Besonder e Unt er nonopol yi de und ei nf ache
Net zwer ke

In diesem Abschnitt werden Unternonopolyide von (Ny/~,x ep)
unt er sucht und dazu geeignete einfache Netzwerke als
er zeugende El enente definiert.

H | fssatz A2.4.1:

Sind Hi=(Ng, vg, 11) und Hy=(Ny, vy, 75) zwei formatierte, disjunkte,
(fortlaufend) indizierte Subzentren-Netzwerke, so ist auch Hjx

H, formatiert. Ist daruber hinaus A(H)=E(Hy), so ist auch Hje
H, formatiert.

Bewei s:

Sei H]_:( N]_, V1, ’Cl) s H2:( N2, L9, ’Cz) s H:( N, L, ’C) . :( Nl’ V1, Tl) ><( Nz, L2, Tz)
und H :( N,v, T ) . =( Nl, V1, ’Cl) 0( N2, Lo, ‘52) .
Vegen K(N)=K(N;) UK(Ny) ist sicherlich N bzw. H formatiert.

Ist weiter A(H))=E(Hy), so sind alle virtuellen Verbindungs-
kanten von H; nach H, und damt auch alle Produktkanten von H;

nach H, formatiert. = HjeHy ist formatiert.

g.e.d.

Satz und Definition A2.4.3:

Die Menge N$/ ~ aller Aquival enzkl assen aus Ny/~ nit einem
formatierten Repréasentanten bildet ein Unternonopolyid von
(Nt/ ~, x, op) . Dement sprechend wird ( N$/ ~, x, op) al s das Monopolyid
der formatierten Aquival enzkl assen bezei chnet .

Bewei s:

Da je zwei Reprasentanten H und H einer Aquival enzkl asse [H|
ei ngeschrankt bewertungserhaltend isonorph sind, ist mt H

auch H formatiert. = N$/ ~ ist als Teilnmenge von Ny~
wohl definiert. Damt koénnen das parallele und serielle Produkt
von (Ny/~ x,ep) auf die Menge N$/ ~ Ubertragen werden. Nach

Hlfssatz A2.4.1 st ( N$/ ~, Xy D) bzgl . bei der Pr odukt e

abgeschl ossen. Da auBBerdem nach Definition A2.3.5 die
Reprasentanten der Identitaten formatiert sind, folgt: De

Menge aller ldentitaten aus ( N$/ ~ x,op) 1St identisch mt der
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Menge aller ldentitadten aus (Ny/~, x,op). = ( N$/ ~, x, op) 1St nach
[ HUB95] Satz A2.1.7 ein Unternonopolyid von (Ny/~, x ep).

g.e.d.

Es mul3 eigentlich nicht besonders erwdhnt werden, dal3 die
Restriktion von | [: (Ny/ ~, x, sp) =>(IN,, +, +) auf die Teil menge N$/ ~
ein nicht-trivialer Mpnopolyiden-Hononorphi snus und somt
( N$/ ~ x,ep) e€in natdrliches Mnopolyid ist. Damt definiert
aber auch die Menge ( N$/ ~) ol al | er Aquival enzkl assen, deren

Reprasentanten kein Subzentrum und keinen |Interinknoten
bei nhal t en, nach [ HUB95] Sat z A2.8.3 ein echtes

Unt er nonopol yid von ( N$/~, x, op) . Nach densel ben Satz definiert

die Menge aller ldentitaten N'T ein Unternonopolyid des
Unt er nonopol yi ds
( N$/ ~)-1 aller invertierbaren Elenente aus ( N$/ ~ *p), Welches

wi ederum ei n Unt er nonopol yid von ( N$/ ~) ol st .

Der nachfol gende Satz beinhaltet neben anderem die Aussage,
da die invertierbaren Elenente aus ( N$/ ~, op) Qgerade den
Per mut at i onen ent sprechen.

Satz A2.4.5:

Es gilt: N|1'=1NJF/~' N1F3=( N.'F/~)'1, N_(I)_:( N_'F/ ~) ol und

NF e NP e NY o NE/~ o g s
Bewei s:

Nach Definition und Satz A2.3.21 ist Ny=ly,. und danit

Nlr: da jede ldentitat formatiert ist. Nach Hilfssatz

Ings o
A2.3.17 ist N3=NY/~ und damit N9=(NE/~)lol, da nach Definition
A2.3.5 die Reprasentanten einer Aquival enzkl asse aus N$
formatiert si nd. Nach [ HUB95] Sat z A2.8.3 i st
1N+:/~:N!|-<;( N/ ~) - 1eNd=(NE/~) ol Natarlich ist  N3=(NF/~)loic
NE/~ Da nach Satz und Definition A2.4.3 NY/~cNg/~ ist, bleibt

al so zu zeigen: NE=(NF/~)-1.
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Sei [P]eN1F3 eine Permutation mt P=(N v, t). Definiere V :=V(N),

K:={(u,v): (v,u)eK(N}, G:=(V,K), N:=(G,AN,J EN) und
P:=(N,v, 1), dann ist leicht einzusehen, dall [P'] das Inverse
von [P] ist (und ungekehrt). = NPc(NF/~)-L

Sei [H e(Nf/~) 1 mit HE(Nv,7) und [HI=[H] nit H=(N,v,7)

= [H,[H eN? = N und N sind formatiert und besitzen weder

Subzentren noch Interinknoten. Da [I]:=[H H I=[H H] eine
Identitat ist, darf H keinen freien d&auf3eren Ei ngang und H
keinen freien aulleren Ausgang besitzen, da diese bei der
Bi | dung des seriellen Produkts erhalten blieben. Ungekehrt i st
auch [I']:=[H L[H =[H]eH eine Identitat, so daR H auch
keinen freien &ulReren Ausgang und H auch keinen freien
aulBeren Ei ngang besitzen darf.

Far die Typenei ngangs- bzw. Typenausgangsvektoren gilt:
E(H =E(1)=A(1)=A(H) und E(H)=E(1)=A(1)=A(H. = Angenonmen
H enthalt eine Verzweigung, so nmu3 H zur Ausldschung dieser
eine Verjingung enthalten. Damt ware aber [H ] H Kkeine

Identitat nehr. = H enthalt keine Verzweigungen und anal og
auch keine Verjingungen. = [H ist eine Pernmutation =

(NE/~)-1cNE = Behauptung. (Siehe auch Bild A2.13.)

g.e.d.

LA o

» > . =
LA o

P Ld
L 4 = P

> Ld » >
LA o

» . =
LA o

P LA < Le
> o > = »

P Le » Ld

Bild A2.13: Beispiele fur Aquival enzklassen, die keine Inversen
besi t zen.
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Besonders interessant sind Unternonopolyide von ( N$/~,moD),

die aus einer Teilnmenge N von N$/~ m t N%;N' erzeugt bzw.

deren Elemente in ein Produkt von Aquival enzkl assen aus N
zerl egt werden konnen. Das zugeho¢rige Mnopolyid der endlichen
Produkte von Elenenten aus N sei dann mt <N > =<N',x, ep>: =
<N"“'D>NF/~ bezeichnet. (Vvgl. [HUB95] Satz und Definition

A2.1.11.)

Um geei gnete Teil nengen N' angeben zu koénnen, ist es notwendig
vorher noch zwei andere Mengen von Aquival enzkl assen zu
defi ni eren. Eine besondere Rolle spielen die einfachen
Net zwerke mt Subzentrum und die einfachen Interinknoten.
Dabei hei (3t ei n formatiertes, fortl aufend i ndi zi ertes
Subzentren-Netzwerk ein einfaches Netzwerk mt Subzentrum
wenn es genau ein Subzentrum keinen Interinknoten und genau
gleich viele aulBere wie innere Ein- bzw Ausgédnge besitzt und
von jedem aul3eren Ei ngang zu jedem i nneren Eingang, S0 wi e von
jedem inneren Ausgang zu jedem &auleren Ausgang genau eine
Kante fidhrt, wobei die Endknoten densel ben Index besitzen. Je
nachdem ob ein einfaches Netzwerk mt Subzentrum noch

zusét zl i che, schl auf enbi | dende Kanten von einem inneren
Ausgang zu einem inneren Eingang enthalt oder nicht, heil3t es
ein einfaches Netzwerk mt oder ohne Schlaufen. (Vgl. Bild
A2.15.) Bei einem einfachen Interinknoten handelt es sich
dagegen um ein formatiertes, fortl aufend i ndi ziertes
Subzent r en- Net zwer k ohne Subzent rum m t genau ei nem
I nt eri nknot en, einem A&aulBeren Eingang und einem &ulReren

Ausgang, wobei ersterer Uber eine Kante mt dem Interinknoten
und dieser mt dem aulleren Ausgang verbunden ist. (Vgl. Bild
A2.15.)

N

> >

7

Bild A2.15: Ein einfaches Netzwerk ohne Schlaufen (links), ein
ei nfacher Interinknoten (Mtte) wund ein einfaches
Net zwerk mt Schl aufen (rechts).

y
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Nachf ol gend sei N#A ei ne bel i ebi ge Menge von Aqui val enzkl assen

paar wei se zuei nander typeni ndexkonforner, einfacher Netzwerke
ohne Schlaufen in denen jedes Subzentrum m ndestens einen

Ausgang besitzt. Als Erweiterung dazu sei N%p als eine

bel i ebi ge Menge von Aquival enzkl assen einfacher |Interinknoten
oder paarwei se  zuei nander t ypeni ndexkonf or ner, ei nf acher
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Net zwerke mt oder ohne Schlaufen definiert. A's Krdnung

dieses Kapitels wird gezeigt werden, daB das von N':=NLUNIA

bzw. N :=N$ul\fT1) erzeugte Unt ernonopol yid ein vol |l konmrenes bzw.

o- vol | komrenes Mnopolyid ist. Im Bezug auf das Design
el ektroni scher Schal tkreise bzw. visueller Datenfl u3sprachen
ist dies von groBter Bedeutung, da damt |ede Uubertragbare

Abbi | dung von <N", x, ep> bzw. jede o-Ubertragbare Abbildung von

<N', x, op> in ein ander es Monopol yi d zu genau ei nem
Monopol yi den- Hononor phi snus fortgesetzt werden kann.

NatUrlich liegt die Vermutung nahe, dal es sich auch bei dem
von N Z=N-(|)—UN(-|:-L) erzeugten Unternonopolyid um ein voll konmenes

Unt er nonopol yid handeln konnte. Dem wrd jedoch durch den
nachsten Satz sofort und ei ndeutig w dersprochen.

Satz A2.4.7:

Ist U ein Unternonopolyid von N-'F/~ m t N-'?gu, so kann U kein
vol | konmenes bzw. Hotz'sches Mnopolyid sein. Daraus folgt
I nsbesondere, dal3 auch N$/~ kein vol | komrenes bzw. Hotz' sches
Monopol yi d sei n kann.

Bewei s:

Zeige, daR die Voraussetzungen von [HUB95] Satz A2.4.14
erfullt sind. Nach Satz A2.4.5 ist 1NF/~=N1F, (NE/~-1=NE, (NE/
~) “0“=N$ und N!rgN-'F-)gN-?-. Sicherlich gibt es zu jedem [H| eN$ ein
ei nfaches Netzwerk ohne Schl aufen [H'] eN$/~ mt E(H)=E(H und

A(H)=A(H). (vgl. Bild A2.17.) Danit ist die links- bzw
rechtsseitige Ildentitat von |[H gleich der |inks- bzw

rechtsseitigen ldentitat von [H] und |[H]|=1. Da N?gu gi bt es
sicherlich zweli Per mut ati onen aus [P],[P]-1le N-'?\ N'T. =
[P],[P] 1e( N$/ ~) HOH\]‘NF/~ mt [P]eP] -161N+:/~' Damit sind die
Vor ausset ungen von [HUB95] Satz A2.4.14 erfillt.

g.e.d.
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Bild A2.17: Ein fast |eeres Netzwerk und ein einfaches Netzwerk
ohne Schlaufen mt identischem Typenei ngangs- bzw.
Typenausgangsvekt or.

Fir den Bewei s der Behauptung, dall <N', x, o> ein a-vol | kormenes
Monopolyid ist, ist es notwendig, auf spezielle Kl assen von
Per mut at i onen genauer ei nzugehen.

Definition A2.4.9:

Eine Pernutation P=(N v, 1) heil3t vorwartszyklisch, wenn es
genau eine Kante (a,e)eK(N) gibt, fur die nicht v(e)=v(a)+1l
gilt. Analog heil3t P ruckwartszyklisch, wenn es genau eine
Kante (a,e) eK(N) gibt, fur die nicht v(e)=v(a)-1.

Ist P eine vorwartszyklische Permutation mt |E(P)|=n, so ist
klar, dalB fur eine Kante (a,e)eK(N) mt v(e)=v(a)+l v(e)=n und
v(a)=1 ist. Ist dagegen P eine rickwartszyklische Pernutation
mt |A(P)|=n, so ist fir eine Kante (a,e)eK(N mt v(e)=v(a)-1
v(e)=1 und v(a)=n. (Vgl. Bild A2.42.)

YVVY
vVYVYY
YYVY
YVYVY

Bild A2.19: Eine vorwartszyklische Permutation (Iinks), ei ne
ruckwéart szykl i sche Permutation (rechts).

Satz A2.4.11:

Ei ne vor- bzw riackwartszyklische Pernutation [P] ist durch
i hren Typenei ngangs- oder Typenausgangsvekt or ei ndeuti g
besti mt .

Bewei s:

Ei ne Pernutation [P] besitzt genau soviele aulere Ei ngange w e
Ausgange und es fuhrt von jedem &aufleren Eingang genau eine
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Kante zu einem auleren Ausgang und ungekehrt. Da [P
formatiert ist, werden damt durch den Typeneingangs- oder
Typenausgangsvektor die Typen, sowie die Anzahl aller &aulleren
Ein- und Ausgange eindeutig festgelegt. Da das Pradikat
"vorwartszyklisch" bzw "ridckwartszyklisch" auch die Indizes
der &uReren En- und Ausgédnge festlegt, ist [P] damt
ei ndeuti g bestimt.

g.e.d.

Satz A2.4.13:

Ist [P] eine vorwartszyklische Pernutation, dann ist [P]-1 eine
ruckwart szykl i sche Pernutation und ungekehrt.

Bewei s:

Sei [P'] die durch den Typenausgangsvektor von [P] eindeutig
bestimte riackwartszyklische Pernutation. Es ist | ei cht
ei nzusehen, daB dann [P]¢[P'] eine ldentitat ist. = [P ]=[P]-1
nach [ HUB95] Satz und Definition A2.3.10.

g.e.d.

Satz A2.4.15:

Ist [H ein beliebiges Netzwerk, [l eine Identitat mt genau
ei nem  &auleren Ei ngang bzw. Ausgang und [P ] ei ne
vorwartszyklische Pernmutation, dann ist [P ]e([Ix[H) bzw
([HIx[1d)e[P'] genau dann definiert, wenn [P ]-1e([H x[14]) bzw.
([T x[H )P ]2 definiert i st. | st [P ] ei ne
rackwartszykli sche Pernutation, dann ist [P ]Je([Hx[I,) bzw
([1Wdx[H )P ] genau dann definiert, wenn [P ]-1e([IJ+[H bzw.
([HIx[1yd))e[P]-1 definiert ist.

Bewei s:

Sei [P'] eine vorwartszyklische Pernutation, dann gilt:

[P le([Ifdx[H) ist definiert <« A(P)=E(IH=E(ly-E(H <
A(P1)=E(P)=E(H)-E(1 p=E(Hxl ). (Vgl. Bild A2.19). Der Rest der
Behaupt ung fol gt anal og.

g.e.d.

Satz A2.4.17:

Ist [H ein beliebiges Netzwerk, [P ] eine vorwartszyklische
und [P"] eine riackwartszyklische Pernutation, [I,] die durch
den Typen des ersten &aulleren Ausgangs von [P'] eindeutig
bestimmte Identitat und sind die Produkte [P ]e([Ix[H) und

([T x[H)e[P'] definiert, so ist [P le([Ipx[H)[P']=[HxI4.
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Bewei s:

Sei [H]:=[IJx[H. Wrd die vorwartszyklische Pernutation [P]
von links mt [H] seriell konmbiniert, so werden die aulleren
Ei ngange von [H] zyklisch vertauscht, so dall der erste
Ei ngang sich danach am unteren Ende befindet. (Vgl. Bild
A2.28.) Ansonsten verandert sich an dem Netzwerk nichts.
Analog werden die a&aulBeren Ausgédnge von [H] zykl i sch
vertauscht, wenn [H] von rechts mt der riackwartszyklischen
Permutation [P'] seriell konbiniert wird. Da [l gerade die
durch den Typen des ersten &aufleren Ausgangs von [P'] eindeutig
bestimmte ldentitat und [H]=[I x[H ist, kann das Produkt

[P 1e[H]e[P'] in der Form [H x|, dargestellt werden. = [P ]e
([Ind=«[H)[P']=
[P Te[H][PI=[H[In].

g.e.d.

FUr rickwéartszyklische Pernutation gilt ein anal oger Satz.

Satz A2.4.19:

Ist [H ein beliebiges Netzwerk, [P ] eine ruckwartszyklische
und [P"] eine vorwartszyklische Pernutation, [l die durch den
Typen des letzten A&ulBeren Ausgangs von [P'] eindeutig
bestimmte Identitat und sind die Produkte [P ]Je([H «[I4) und

([H [ J)[P'] definiert, so ist [P Je([Hx[I)e[P']=[In+H.
Bewei s:

Anal og zu Bewei s von Satz A2.4.17.
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Bild A2.21: Skizze zum Beweis von Satz A2.4.17.

Definition A2.4.21:

Eine Pernmutation [P] heif&t eine erweitert vorwartszyklische
Permutati on, wenn es eine vorwartszyklische Pernutation [P]
und zwei ldentitaten [I¢] und [1,] gibt, mt [PI=[1{]x[P 1x[1p].
Anal og hei 3t [ P] ei ne erweitert r uckwar t szykl i sche
Permutation, wenn [P'] eine ruckwartszyklische Pernutation
I St.

Satz und Definition A2.4.23:

Ist [P] eine erwitert vorwarts- bzw ruckwartszyklische
Per nmut ati on, dann  gi bt es genau eine vorwarts- bzw.
riackwart szykl i sche Pernmutation [P'], genau eine ldentitat [I]
und genau eine ldentitat [lp] derart, daB [P]=[I{]«[P ]x1Ip]
ist. [l¢{] bzw. [l,] heif3t die obere bzw untere ldentitat von
[Pl und [P'] heilBt die vorwarts- bzw rickwartszyklische
Permut ati on von [P].

Bewei s:

a) Sei [P] eine erweitert vorwartszyklische Pernmutation, dann
exi stieren | dentitaten [1+¢] und [ 1] und ei ne
vorwart szykl i sche Per mut ati on [P ] so, dafid [P] =
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[1¢]x[P 1x[1p] ist. Angenommen es existieren weitere
ldentitaten [1{"] und [Ip"] wund eine vorwartszyklische
Permutation [P'] mt [PI=[1{"][P']«[Ip"]. Da es weder in
P noch in P'" eine Kante (e,a) gibt, so dalR e und a
densel ben I ndex besitzten, ist wegen [I¢{]«[P]x[Ip]=
[PI=[1¢"1-[ P ]x[1p"] [1e]=[1¢"] und  [Ip]=[1p"]. =
A(P)=A(P"), da A(l)=A(1"), A(lp)=A(1p") und
A(ly)-A(P)- Nlb) A(F') =A(1¢")-A(P")-A(ly"). = [P ]=[P"]
nach Satz A2.4.

b) Sei [P] eine erweitert ruckwirtszyklische Pernutation,
dann fol gt di e Behauptung anal og zu a).
g.e.d.

Satz A2.4.25:

Ist [P] eine erweitert vorwartszyklische (rickwartszyklische)
Permutation, [P'] die vorwartszyklische (ruckwartszyklische)
Permutation von [P] und [P]=[1{]x[P' ]x[1p], dann ist [P]-1 eine
erweitert ruckwartszyklische (vorwartszyklische) Pernutation
mt [P]-1=[1{]«[P]-I[lp], wobei [P ]-1 die ruckwartszyklische
(vorwartszyklische) Pernmutation von [P]-1 ist.

Bewei s:

Sei [P] eine erweitert vorwartszyklische (ruckwartszyklische)
Permut ati on, dann existieren Identitaten [I{] und [I,] und eine
vorwartszyklische (rickwartszyklische) Pernutation [P ], so
dafi [P]—[It] P ]x[Ip] ist. Nach [HUB95] Satz A2.1.20 (5) ist
[P]-
([It] [P] [ 1p]) 1= [It] LIP T3 1p]l -1=[ 1]« P 1-1{1,]. Nach Satz
.4.13 ist [P']-1 eine rickwartszyklische (vorwartszyklische)
Perrrutatlon. = [P]-1 eine erweitert r uckwar t szykl i sche
(vorwartszyklische) Permutation. Nach Satz und Definition
A2.4.23 ist [P ]-1 die ruckwartszyklische (vorwartszyklische)
Pernut ati on von [P]-1.

g.e.d.

Abschl i elend werden nun noch einige Klassen von (besonders)
ei nfachen Netzwerken definiert.

Definition A2.4.27:

Ein fast leeres Netzwerk (N,v,t) ohne freie &ufRere Ein- oder
Ausgange hei 3t eine einfache Verzwei gung, wenn es genau einen
aulBeren Eingang und m ndestens zwei aullere Ausgange besitzt.
Anal og hei 3t das Netzwerk (N, v,t) eine einfache Verjilngung,
wenn es mndestens zwei auflere Eingadnge und genau einen
aulRer en Ausgang besit zt.
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Da eine einfache Verzweigung keine Subzentren, |Interinkonten
oder freie &ullere Ein- oder Ausgange besitzt, mnul3 von dem
vor handenen &uflReren Eingang eine Kante zu jedem aulleren
Ausgang fuhren. Analog fuhrt in jeder einfachen Verjingung von
j edem aulleren Eingang eine Kante zum einzig vorhandenen
aulleren Ausgang. (Vgl. Bild A2.23.)
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Bild A2.23: Eine einfache Verzwei gung (oben/links), eine einfache
Ver j ingung (oben/rechts), ein einfacher Ei ngang
(unten/links) und ein ei nf acher Ausgang
(unten/rechts).

Definition A2.4.209:

Ein fast leeres Netzwerk (N v,t) mt genau einem aulleren
Ei ngang und ohne &auflere Ausgénge hei Bt ein einfacher Ei ngang.

Anal og hei 3t das Netzwerk (N,v,t) ein einfacher Ausgang, wenn
es keinen &auBeren Eingang und genau einen &aulReren Ausgang
besi tzt.

Natirlich ist der in einem einfachen Ei n- bzw Ausgang einzig
vor handene Konten ein freier aullerer Ei n- bzw Ausgang. (Vgl.
Bild A2.23.)

Satz A2.4. 31:

Ei n ei nfacher Ei ngang bzw. Ausgang [H] ist durch den Typen des
einzig vorhandenen &dulBeren Ein- bzw.  Ausgangs von [H]
ei ndeutig bestimmt. Ebenso ist eine einfache Verzwei gung bzw.
Verj ungung durch den Typen des einzig vorhandenen &uf3eren Ei n-
bzw. Ausgangs von [H und die Anzahl der aul3eren Aus- bzw
Ei ngange ei ndeutig bestinmt.

Bewei s:

Im Fall e eines einfachen Ein- bzw. Ausgangs gilt die Aussage
trivial erweise. Bei ei ner ei nf achen Ver zwei gung bzw.
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Verjungung [H legt die Anzahl der &ufReren Aus- bzw Ei ngange
und deren Typ der Typenausgangs- bzw. Typenei ngangsvekt or
fest. Da es sich bei einer einfachen Verzweigung bzw.
Verjungung um ein formatiertes Netzwerk mt genau einem
aulBeren Ein- bzw. Ausgang handelt, zu dem eine Kante fiuhrt,
fol gt di e Behaupt ung.

g.e.d.
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A2. 5 Besti mende Abbi | dungen

Im  Zusamrenhang mt der Definition von besti nmenden
Abbi | dungen sei daran erinnert, dalR nach Definition A2.1.3

SI(N)=S(N)ul (N) ist.
Definition A2.5.1:

Sind HE(N,v,t) und H=N,v ,tv) zwei fortlaufend indizierte
Subzentren- Net zwer ke, dann hei Bt ei ne Abbil dung ¢: SI (N)->SI (N )
ei ne besti mrende Abbi | dung, wenn ein ei ngeschr ankt
bewer t ungser hal t ender | sonorphisnus B:V(N)>V(N ) existiert, so
dalR die Restriktion von B auf SI(N) identisch zu ¢ ist. (Der
Al'l genmei nheit wegen ist dabei fir ¢ auch die idealisierte
Abbi | dung id: d—>O zugel assen.)

Ei ne Dbesti nmende Abbildung bestimmt auf natiurliche Art und
Wi se ei nen | sonorphisnmus, w e der nachfol gende Satz zeigt.

Satz A2.5. 3:

Sind H(N,v,7) und H=(N,v ,7) zwei fortlaufend indizierte
Subzentren- Net zwer ke, dann existiert =zu jeder bestimrenden

Abbi | dung ¢: SI (N)>SI (N ) genau ein ei ngeschr ankt

bewer t ungser hal t ender | sonorphisnmus B:V(N)>V(N) mit ¢=Blg (n
und ungekehrt.

Bewei s:

Sei ¢:SI(N)—>SI(N) eine besti mende Abbildung. = Es existiert
ein ei ngeschr ankt bewer t ungser hal t ender | sonor phi snus

B:V(N->V(N) nmit =Bl (n- Angenommen B':V(N)->V(N) ist ein
wei terer eingeschrankt Dbewertungserhaltender |sonorphisnmus mt
o=p'lsi(n- Da ¢=Blgi(ny und o=B'[g(ny ist, ist B(u)=p'(u) Vv
ueS(N) Ul (N).

Angenonmen ueA(N). = pB(u),p (u)eA(N) nach Satz A2.4.5 und
v (B(u)) =v(u)=v" (B" (u)). = P(u)=p'(u). Analog ist B(u)=p'(u) V
uekg(N).

Angenomren ueE(N,S). = Es existiert ein seS(N) mt ueE(N s).
= (u,s) eK(N). = (B(u),B(s))eK(N) und (B (u),B (s))eK(N). =
B(u) eE(N , B(s)) und B' (u) eE(N, B (s)) = B(u),p' (u)eE(N,B(s)),
da B(s)=B'(s). = P(u)=p'(u), wegen v (B(u))=v(u)=v"(p' (u)). =
B(u)=p' (u) Vv ueE(N,S). Analog ist B(u)=p" (u) V ueA(N,S).
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Damit ist B(u)=p' (u) V ueV(N, da die Mngen E(N, E(NS),
S(N, (N, AN S) und A(N) nach Satz A2.1.17 eine Partition
von V(N) bilden. = B=p".

Di e Unrkehrung des Satzes gilt trivialerweise. g. e. d.

Satz A2.5.5:

Sind H(Nwv, 1, H=N,v,7) und H=N,v",t) fortlaufend
indizierte Subzentren-Netzwerke und ¢1:SI(N)—>SI(N) sowe
¢2: SI (N )—>SI(N") besti mrende  Abbi | dungen, so ist auch
¢2001: SI (N) >SI (N") ei ne bestinmende Abbil dung.

Bewei s:

Der Satz ist richtig, da die anal oge Aussage fur eingeschrankt
bewer t ungser hal t ende | sonor phi snen gilt.

Satz A2.5.7:

Zwei fortlaufend indizierte Subzentren-Netzwerke H=(N, v, t) und
H=(N,v ,t) sind genau dann &aqui val ent, wenn ei ne besti mrende
Abbi | dung ¢: SI(N) >SI (N ) existiert.

Bewei s:

Fol gt unmttel bar aus Satz A2.5.3 und Definition A2.1.7.

Satz A2.5.9:

Si nd H1=( Nl, V1, ’Cl) und H]_I =( N]_I ) Ull ) ’Cll ) bzw. H2:( N2, Lo, ‘52) und
H'=(Ny' , v, 15") zwei di sj unkte, fortlaufend indizierte
Subzentren- Net zwer ke, HjeH, ist definiert und ¢q:SI(N;)—>SI(N")
bzw. ¢2: SI(Ny) »SI(N,') eine bestimende Abbildung, so ist
¢@: Sl (HyeHp) Sl (Hy" oHy' ) mt o¢: =1, ebenfalls eine bestinmende
Abbi | dung.

Bewei s:

Zeige zuerst, dalB ¢ wohldefiniert ist. Da ¢q:SI(N;)—>SI(N")
bzw. ¢@2: SI(Ny) »>SI (N, ) eine bestimende Abbildung ist, gilt:
H~H' und H~H,' nach Satz A2.5.7. = A(H)=A(H;') und
E(Hy) =E(H,' ). HieH, st definiert. =  A(Hp)=E(H) =
A(H')=A(H) =E(H) =E(Hy') = H;'eH,' definiert. Da H; und H;'
bzw. H, und H,' disjunkt sind, ist ¢:Sl(HpeHy) >SI(H;' oHy')
wohl definiert.
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Sei By bzw. B, der nach Satz A2.5.3 durch ¢; bzw. ¢, eindeutig
besti mte eingeschrankt bewertungserhaltende | sonorphisnus.

Definiere B:V(HpeH) ->V(H;" «Hy' ) durch
B (u)firue V(H,)
Blu)y:=4"" " '
B,(u)furue V(H,)
bewer t ungser hal t ender | sonor phi snus i st, dann ist dessen

Restriktion auf SlI(HeH,) identisch zu ¢ und ¢ somt eine
besti mrende Abbi | dung.

und zeige, dalR p ein eingeschrankt

Definiere Hz:=(Ng, v3, 13):=HieH, und Hg':=( N3 3 )i =H eHy .
Nach Sat z und Definition A2. | st V(Ng) =
(VOND VACN) ) U(V(N2) V E(Np) ) und V(Ns)—(V(Nl)\A(Nl'))u

(MN,' )VE(N,")). = P ist eine Bijektion, da f; und B
Bijektionen und H; und H;" bzw. H, und H,' disjunkt sind.
Anal og folgt, dalB P eine eingeschrankt bewertungserhaltende
Abbil dung ist. Bleibt also noch zu zeigen: (u,v)eK(Ng) <«

(B(u), B(Vv)) eK(Ng") .

Angenonmmen  (u, v) eK(Ng) und U, veV(Np) =  (u,Vv)eK(Np) =

(B(u), B(v))=(Bq(u), Bl(V))eK(Nl) = (B(u),B(v)) eK(Ns") nach
Satz und Definition A2. 2.

Angenommen  (u, V) eK(Ng) und u,veV(Ny), so folgt anal og
(B(u), B(v)) =(B2(u), P2(Vv)) eK(N3") .

Angenommen (u,Vv) eK(Ng), ueV(N;) und veV(Ny). = (u,v) ist eine
Produkt kante. = Es existiert ein aeA(N;) und eeE(Ny,) mt
vi(a)=vo(e) und (u,a)eK(N;) sowie (e, v)eK(N). = pBi(a) eA(N;")
und  Bp(e) eE(Ny') mit vy (By(a))=v1(a)=vy(e)=vy’ (Bo(e)) und
(B1(u). B1(a)) eK(Ny") sowi e (Ba(e). Ba(V)) eK(Ny') . =
(Ba(u), Ba(v)) eK(Ng') = (B(u), B(v))=(B1(u), Pa(v)) eK(Ng'). Danit
i st gezeigt: (u,v)eK(N3) = (B(u),p(v))eK(Ns' ). D e ungekehrte
Aussage (u,Vv)eK(N3) < (B(u),B(v))eK(Ns') kann analog gezeigt
wer den, da | sonor phi snen auch Bijektionen sind.

g.e.d.
Zu obigem Satz sei abschlielRend bemerkt, dall p;uBy Im
al | genmei nen  keinen Isonorphisnus von HjeH, nach H;' «H,’
definieren kann, da in der Regel V(HjeHy)=V(H;)UV(H,) ist. Des
i st mt en Gund dafdr, gegenuber dem Arbeiten mt

ei ngeschr ankt bewertungser hal tenden |sonorphi smen das Arbeiten
mt besti nmenden Abbil dungen vorzuzi ehen.

Satz A2.5. 11:

Si nd H]_:( Nl’ V1, ’Cl) und H]_I =( N]_' ) Ull ) ’Cll ) bzw. H2:( Nz, Lo, Tz) und
H' =(Ny' , v, 15'") zwei di sj unkt e, fortlaufend indizierte
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Subzent r en- Net zwer ke und ¢01: SI(Ng) >SI(N;") bzw.
@2 SI (Np) >SI(N,') ei ne besti mrende Abbi | dung, o) i st
¢: Sl (HyxHy) »SI (Hy" «Hy' ) m t Q: =Q1UPs ei ne besti mende
Abbi | dung.

Bewei s:

Anal og zum Bewei s von Satz A2.5.09.

Al's nachstes werden einige Spezialfalle aufgezahlt, bei denen
man di e zugehdri ge besti nmende Abbil dung sof ort benennen kann.

Satz A2.5.13:

Sind H=(N,v,t) und H=(N,v ,t) zwei 4aquivalente, fortlaufend
i ndi zierte Subzentren-Net zwerke dann gilt:

(a) Besitzt H weder Subzentren noch Interinknoten, so ist die

idealisierte Abbildung id:d—>J die einzig existierende
besti mrende Abbil dung von SI(N) nach SI(N).

(b) Besitzt H genau ein Subzentren s und kei nen |nterinknoten,
so besitzt H auch genau ein Subzentrum s' wund die
Abbi l dung ¢:SI(N)->SI(N) mt ¢(s):=s'" ist die einzig
exi stierende besti nmende Abbi | dung.

(c) Besitzt H kein Subzentrum und genau einen Interinknoten v,
so besitzt H auch genau einen Interinknoten v' und die
Abbi l dung ¢:SI(N)>SI(N) mt ¢(v):=v' ist die einzig
exi stierende besti nmende Abbil dung.

(d) Besitzt H genau ein Subzentrum s und genau einen
Interinknoten v, so besitzt H auch genau ein Subzentrum
s' und genau einen Interinknoten v' die Abbildung

@:SI(N->SI(N) mt ¢(s):=s" und o¢(v):=v' ist die einzig
exi sti erende besti nmende Abbi | dung.
Bewei s:

Da H und H &quivalent sind, existiert nach Definition A2.1.7

ein ei ngeschr ankt bewer t ungser hal t ender | sonor phi smus
B: V(N ->V(N ).

Im Fall (a) ist ¢:=id wegen SI(N)=& und ¢=Blg(y die einzig
exi stierende bestinmende Abbildung. In den Eéllen (b)-(d)

fol gt die Behauptung aus dem Unstand, dall nach Satz A2.4.5 ein
| sonor phi snmus Subzentren auf Subzentren und Interinknoten auf
Interinmknoten abbil det. Dies gilt damt auch fiar |ede
besti mende  Abbi | dung, da diese die Restriktion eines
| sonmorphinmus' ist. G bt es nur ein Subzentrum oder nur einen

Interinknoten, so ist die Abbildung o¢:SI(N)->SI(N) damt
ei ndeuti g festgel egt.



162

g.e.d.

Fir spatere Zwecke werden abschlieBend noch einige Falle

beschrieben in denen |SI(H))|=2 und die identische Abbildung
ei ne besti mende Abbil dung ist.

Satz A2.5.15:

Sei en Hi=(Nyp, vy, 11) und Ho=( Ny, vy, 1) zwei aqui val ent e,
fortlaufend indizierte Subzentren-Netzwerke ohne Verzwei gungen
mt SI(H)=SI(H) und |SI(H))|=2. G bt es dann sowohl in H; als
auch H, einen Pfad P von einem &auf3eren Eingang e;eE(H;) bzw.
eo,cE(Hy) zu einem Knoten veSI(H) mt V(P)nSI(H)={v} und ist
vi(eq)=vy(ey), so ist die identische Abbildung id:SI(H;)—>SI(H)
di e einzig existierende besti mende Abbil dung von H; nach H,.

Bewei s:

Hi und H, sind &aquivalent. = Es existiert ein eingeschrankt

bewer tungser hal tender |sonorphisnmus p:H—»>H,. [ bildet den
i -ten auleren Eingang von H; auf den i-ten &uflleren Ei ngang von

H, ab. = B(ej)=ey.

Angenonmmen veS(H;). Dann ist der gegebene Pfad von der Form
Pi1=(eq,e1',V) bzw. Po=(e,, €5 , V), wobei e, €E(Hyp, v) und
ey eE(Hp, v) ist. (eg,er")eK(H) = (B(ey).B(er"))eK(H), da B
ein Isonorphisnus ist. = (e, pB(ey'))eK(Hy), da p(eq)=ep ist. =
(€2, B(e1')) eK(Hp) und (ep ey ) eK(Hy). = B(eq')=ey’, da H, keine
Ver zwei gungen besitzt. = p(eq')eE(H,v). Wgen veS(H;) und
e’ eE(Hy,v) st P(v)eS(Hy)  und  B(er' ) eE(Hp, B(V)). =
B(eq1') eE(Hy,v) und B(eq")eE(Hy, B(v)) = v=p(v) nach Definition
A2.1.1 (2).

Angenommen vel (H;), so ist der gegebene Pfad von der Form
Pi=(e;,v)  bzw  Py=(epv). =  (B(e1).B(V))eK(H),  da
(e, v)eK(Hy)) wund B ein Isonorphismus ist. = (e B(Vv))=

(B(ey). B(v)) eK(Hy) und (ey,v)eK(H) = v=p(v), da H, keine

Ver zwei gungen besit zt.

Damt gilt allgenmein: B(v)=v. Da |SI(H;)|=2 und die Restriktion
von B auf SI(H;) eine Bijektion ist, bildet B den zweiten
Knoten aus SI(H;) ebenfalls auf sich selbst ab. = De
Restri ktion von B auf Sl (Hy) i st i denti sch Zu
id:Sl(H)—>SI(H).

g.e.d.
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Satz A2.5.17:

Sei en Hi=(Nyp, vy, 11) und Ho=( Ny, vy, 1) zwei aqui val ent e,
fortlaufend indizierte Subzentren-Netzwerke ohne Verjidngungen
mt SI(H)=SI(H) und |SI(H))|=2. G bt es dann sowohl in H; als
auch H, einen Pfad P von einem Knoten veSI (H;) zu ei nem aufler en
Ausgang aj;eA(H;) bzw ayeA(H) mt V(P)NSI(H)={v} und ist
vi(ag)=vy(ay), so ist die identische Abbildung id:SI(H;)—>Sl(H)
di e einzig existierende besti mende Abbil dung von H; nach H,.

Bewei s:

Anal og zu Bewei s von Satz A2.5.15.

Satz A2.5.19:

Sei en Hi=(Nyp, vy, 11) und Ho=( Ny, vy, 1) zwei aqui val ent e,
fortl aufend indizierte Subzent r en- Net zwer ke ohne
Interinknoten, mt genau zwei Subzentren, die weder Ein- noch
Ausgange besitzen. | st dann Sl (Hy) =Sl (H), so ist die

i denti sche Abbi | dung i d: Sl (Hy) —>SI (H) ei ne besti nmrende
Abbi | dung von H; nach H,.

Bewei s:

Zei ge, dalR ein Isonorphisnus fB:H—>H, existiert, dessen
Restriktion auf H; die identische Abbildung ist.

Da Hy und H, aquivalent sind, ist E(H)=E(Hy) und A(Hp)=A(Hy).
ee E(N,) mitv,(e) = v, (v) falsve E(N,)

Definiere B(v) =1aeA(N,) mitv,(a) =vy(v)falsve A(N,) . Wegen
Vv sonst

SI(H)=SI(H) ist B als Abbildung von H; nach H, wohl definiert,

bijektiv und eingeschrankt bewertungserhaltend. Aullerdem i st

die Restriktion B auf H; die identische Abbildung. Es nuld al so

nur noch gezeigt werden, dall (e, a)eK(H;)) < (B(e),p(a))eK(Hy).

Da H; und H, &quivalent sind, existiert ein eingeschrankt
bewer t ungser hal t ender |sonorphisnus B": Hi—>H,. Sei (e, a)eK(H).
= eeE(H)) und aecA(H;). AuBerem ist (B"(e),p"(a))eK(H),
B"(e) eE(Hp), B () eA(Hp), va(B"(e))=vi(e) und vy(B"(a))=vy(a).
Nach der Definition von B ist fiur eeE(H) p(e)eE(H) und
vo(B(e))=vi(e), sowe fur aeA(Hy), B(a)eA(Hy) und vy(B(a))=
vi(a). = va(B(e))=vi(e)=vy(B"(e)) und vy(P(a))=vy(a)=vy(p"(a))
= PB(e)=p"(e) und p(a)=p"(a) = (P(e),p(a))=(p"(e),p"(a)) eK(H,).
Da B und B" bijektiv sind, gilt ungekehrt: (B(e),p(a))eK(H) =
(e, a) eK(H).

g.e.d.
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Al's Vorbereitung fiar den nachsten, wchtigen Satz sind eine
Definition und zwei Hil fssatze notwendig.

Definition A2.5.21:

st N ein Subzentren-Netzwerk, dann heif&t ein Knoten veV(N)
ei ne Ei ngangsverjungung, wenn es m ndestens zwei verschiedene

aulBere Eingange e,e' eE(N) gibt, mt (e,v), (e ,v)eK(N).
Hi | fssatz A2.5.23:
Si nd H1=( Nl, V1, ’Cl) und H3=( N3, L3, ’53) bzw. H2:( N2, Lo, ‘52) und

Hy=(Ng, vg,14) JE€ ZWEI di sjunkte Subzentren-Net zwer ke, di e
Produkte HjeHy und HyeHy; definiert und f:HeHg—HyeH; ein

| sonor phi snmus m t B(Vv) €SI (Ng) V veSI(Ng), So i st
BCV) eVINg ) VE(Ng) VvV veV(N3)\ E(Ng).
Bewei s:

Definiere Hs=(Ns, vs, 15) : =HjeH3 und Hg=(Ng, vg, 1) : =HpeH,;, dann i st
nach Sat z und Definition A2.2.7 V(Ng) =(V(N)) VA(Ng) ) v
(V(NS)VE(N)) . A(Ns)=A(Ng),  V(Ng) =(V(N2)\VA(N,) ) U( V(Ng) \ E(Ny) )
und A(Ng)=A(Ny4). Da ¢ ein Isonorphisnus ist, ist nach Satz
A2.4.5 B(Vv) eA(Ng) =A(Ng) V veA(N3)=A(Ns). Nach Voraussetzung i st
B ein Isonmorphisnmus mt B(v)eSI(Ng) V veSI(N3). = B(S) eS(Ny) V
SeS(N3), PB(Vv)e€E(Ng,s) V veE(Ng, s) und B(V) eA(Ng, S) V veA(Ns, s)
= B(V) eV(Ng)\VE(Ng) V veV(Ng)\E(N3) nach Satz A2.1.109.

g.e.d.

H | fssatz A2.5. 25:

Si nd H1=( Nl, V1, ’Cl) und H3=( N3, L3, ’53) bzw. H2:( N2, Lo, ‘52) und
Hy=(Ng, vg, 14) je zwei di sj unkt e, fortlaufend indizierte
Subzentren- Net zwer ke, |Hg||=1, die Produkte HjeHy und HyeHy
definiert und B":Hg—>Hy; und  B: HjeHg—HyeH;  ei ngeschr ankt
bewer t ungser hal t ende | sonorphi smen und B(v) €SI (Ng) V veSI(Ng),
so ist B"(u)=p(u) V ueV(N3)\E(Ng).

Bewei s:

Definiere Hs=(Ns, vg, 15) : =HjeHg und Hg=(Ng, vg, 1g) : =HpeH;, dann i st
nach Sat z und Definition A2.2.7 V(N5) =(V(Np) VA(Ny) ) v

(V(Ng)\E(Ng)),  A(Ns)=A(Ng),  V(Ne)=(V(Np)\ A(Np)) U( V(Ny)\ E(Ny))
und A(Ng) =A(Ny) .

a) Sei ueA(Ng). = B"(u)eA(Ny) nach Satz A2.4.5 und vu(p
"(u))=v3(u). Da A(Ng)=A(Ns) ist, ist nach Satz und
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Definition A2.2.7 B(u)eA(Ng)=A(Ng) und vz(u)=vg(u)=vg(p
(u)) =vg(p(u)). = P"(u), P(u) eA(Ng) und va(B"(u))=vz(u)=va(p

(u) = B" () =
B(u).

b) Sei uel(Ng). = B"(u)el(Ng) und B(u)el(Nyg). Da |Hgl|=1 und
B" ein Isonorphismus ist, ist |Hl=l. = {B"(u)}=1(Ng)=

{B(w)} = p"(u)=p(u).
c) Sei ueS(Ng). = B"(u)eS(Ng) und B(u)eS(Ng). Da |Hg||=1 und
B" ein Isonorphismus ist, ist |Hl=l. = {B"(u)}=S(Ny)=
{B(u)} = p"(u)=p(u).
d) Sei ueE(N3, S). Wegen |Hg||=1 ist S(Ng)={s}. = ueE(Ng,s).
Nach Fall C) I st B" (s)=P(s) und  S(Ng) ={B(s)}.
B (u), B(u) eE(Ny, B(s) ) =E(Ng, B" () - Da p und

ei ngeschrankt bewertungserhaltend sind, ist vs(p"(u))
vz(U) =ug(B(u)). = B"(u)=p(u).

e) Sei ueA(N3, S). Analog zu Fall d) ist B"(u)=p(u).

= B"(u)=p(u) V ueV(Ng)\E(N3) nach Satz A2.1.19.

U

I =

Satz A2.5.27:

Si nd H1=( Nl, V1, ’Cl) und H3=( N3, L3, ’53) bzw. H2:( N2, Lo, ‘52) und
Hy=(Ng, vg4, 14) j€ zwei disjunkte Subzentren-Netzwerke, wobei Hg
und H; aquivalent sind und weder freie &ul3ere Eingange noch

Ei ngangsverj tngungen besitzen und |Hg||=1 ist. Sind weiter die
Produkte HjeHz und HyeH, definiert und ¢: Sl (HjeHg) »SI (HyeHy) eine

besti mende Abbildung deren Restriktion ¢" auf SI(Hz) eine
besti nmmende Abbildung von SI(Hg) nach SI(Hy) ist, so ist die
Restriktion ¢ von ¢ auf SI(H;) eine besti mende Abbildung von
Sl (H)) nach SI(Hy).

Bewei s:

Zeige: Es existiert ein eingeschrankt bewertungserhaltender
I sonmor phi snus  B' 1 (Ng, vg, 17) >(Np, vy, 75), dessen Restriktion auf
Sl (Hy) identisch zu ¢ ist.

Definiere Hs=(Ns, vg, 15) : =HjeH3 und  Hg=(Ng, vg, 1g) : =HpeHy. Da
¢: SI (N5) »SI (Ng) ei ne bestimende Abbildung ist, existiert nach
Satz A2.5.3 genau ein eingeschrankt bewertungserhaltender

| somor phi smus B: V(Ng) >V(Ng) mt  ¢=flg (n)- Vegen Hs=H;eH3 und
Hg=HpeH, i st nach Satz und Definition A2 2 7 V(Ng) =(V(Ny) VA(N;))

U(V(Ng)VE(Ng))  und  V(Ng) =(V(No) \ A(N2) ) U(V(Ng) \ E(Ng) ) . Nach
Hlfssatz A2.5.23 ist B(v) eV(N)\E(Ny) ¥ veV(Ng)\E(Ng), da B

(V)=p(V) eSI(Ng) vV veSI(Ng). = B(V)eV(N)\A(N) Vv  ve
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V(N))\A(N;), da ¢ als |sonorphisnus eine Bijektion ist und die
beteiligten Mengen endlich sind.

Definiere B':(Np, v, 11) >(Ny, vg, 19) durch

(V) = aeA(N,) mitv,(a) =v,(v)falsve A(N,)

b ' _{ﬂ(v)sonst '

Da HyeHy bzw. HyeH,; definiert ist, ist A(H))=E(H;) bzw

A(H))=E(H;). Hz und H; sind &aquivalent. = E(H)=E(Hy) =
A(H)) =A(Hy). = B' ist wohldefiniert und bijektiv, da zu jedem
veA(N;) genau ein aeA(Ny) existiert mt vy(a)=vi(v) und die
Restriktionen von B' und B auf V(N;)\A(N;) identisch sind. Aus
densel ben G inden ist B' auch ei ngeschrankt bewertungserhaltend
und die Restriktion von B' auf SI(H;) identisch zu ¢' . AuRerdem
i st far bel i ebi ge v, V' eV(N) VA(Ny) (v, V") eK(Ny) o
(B"(v),B (v'))=(B(v),B(v'))eK(Ny), da P ein |sonorphisnmus ist.

Um Zu zei gen, dafid auch B’ ein ei ngeschr ankt

bewer t ungser hal t ender |sonorphisnus ist, nmuf3 al so noch gezei gt

werden, dall gilt: Ist veV(N)\VA(N;) wund aeA(N;), so ist
(v,a) eK(Ny) < (B (v), P (a)) eK(Ny).

Sei veV(Ny))VA(N;), aeA(N;) und (v,a)eK(Ny). = In N3 existiert
ein aulerer Eingang ecE(N3) mt vz(e)=vi(a), da HyeHz definiert
ist. (Vvgl. Bild A2.25.) Ng besitzt keine freien &ulleren
Eingange. = In N3 existiert eine Kante (e,u)eK(N3) mt

ueV(Ng)\E(Ns) . = (v, u) eK(Ns) = (B(v),B(u))<K(Ng), da B ein

| sonor phi smus i st. Aullerdem i st nach Hilfssatz A2.5.23
B(u) eV(Ng) \E(Ny). GenmalR der Definition von B' ist B(v)=p (v),
da veV(N)VA(NY). = (B (Vv),B(u))=(B(v),B(u)) eK(Ng) = In N,
exi stiert ein &aulBBerer Ausgang a' €A(Np) mit (B'(v),a )eK(N,) und
in Ny existiert ein auller er Ei ngang e' eE(Ny) m t

va(a’)=vg(e’) und (e, B(u)) eK(Ny).

Da (e, u)eK(N3g) und Hz=(Nsz, vz, t13) und Hy=(Ng, v4, 14) aquival ent
si nd, existiert ein ei ngeschr ankt bewer t ungser hal t ender
I sonmor phi smus  B": (N3, vz, 13) >(Ng, vg,14) Mt (B"(e), B"(u)) eK(Ny) .
Nach Hlfssatz A2.5.25 ist p"(u)=p(u), da ueV(Ng)\E(N3). =
(B"(e),B(u)) eK(Ng) und (e',B(u))eK(Ny). = p"(e)=e', da es in
Ny, keine Eingangsverjungungen gibt. = v4s(e" )=v4(p"(e)) =
va(@' ) =ug( e’ ) =ua( B (e)) =vz(e)=vi(a) = a'=p'(a) =

(B (v), B (a))=(p" (v),a") eK(Ny).

Di e ungekehrte Aussage (v, a)eK(N;) < (B (v),B (a))eK(Ny) folgt
analog, da die beteiligten Isonorphisnmen auch Bijektionen
si nd.

g.e.d.
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Bild A2.25: Skizze zum Bewei s von Satz A2.5.27.

Di e besti mrenden Abbil dungen spielen im Ubernachsten Abschnitt
ei ne bedeutende Rolle, wenn der Beweis fur vollkonmene bzw.

o- vol | komrene Monopol yi de gefihrt w rd. Doch zuvor sind noch
ei ni ge Séatze uber sequentielle Darstellungen vorzubereiten.
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5.6 Sequentielle Darstellungen und
symmetri sche Substitutionsnmengen

Un beweisen zu koénnen, dall <N',x, ep> bzw <N, s, ep> e€in

vol | komrenes bzw. o- vol | komrenes Monopolyid ist, ist es
not wendi g, genauer auf di e sogenannt en sequentiell en
Dar st el | ungen ei nes fortl aufend i ndizierten Subzentr en-

Net zwer kes ei nzugehen.

A2.6.1 G undl egende Definitionen

Nach [HUB95] Definition A2.2.15 versteht nman unter einer
sequentiel |l en Dar st el | ung ei ne 3xn- Mat ri x der Form

YR

S=([H,] .. [H,]|, wobei [I;j],[l1p] fir 1<i<n Identité&aten sind und

ol ]

das Produkt ([1¢i]0HI<0Ipi]) e[l tiea] LH eal [ 1pi4a]) for 1<i<n-1
definiert ist. Die Menge Kern(S):={[H]: 1<i<n} hei &t dann der
Kern von S, L(S):=n heil3t die Lange von S und das Produkt o
(S):=([1¢al L Hl L 1pal ) o .. o([Ten] L H]x[Ipn]) hei Bt der Wert von
S. Ist o(S)=[H, dann heiBt S auch eine sequentielle
Darstellung von [H . Damt definiert jede Zerlegung von [H
ei ne sequentielle Darstellung von [H und ungekehrt. Auch ist
j ede zusammenhdngende Folge von Spalten aus S w eder eine
sequenti el | e Darstellung.

(ol Dl

Der Einfachheit halber soll nachfolgend statt S=|[H,] .. [H,]

(ol ]

Itl Itn
stets die Schrei bweise S=|H, .. H,| verwendet werden.

Ib1 Ibn

| st N'c;N$/~ m t N'TgN', so sei SEQN') als die Menge aller

sequentiellen Darstellungen S mt Kern(S)cN definiert. Auf

SEQIN') ist fiar S S eSEQ N ) das Produkt SeS genau dann als
di e Konkatenation von S und S definiert, wenn das Produkt

[Finl LH ALV pn] ) o([1ey 10 Hy' 15[ 1ps']  definiert ist, d.h die
letzte Spalte von S ist passend zur ersten Spalte von S'.

(Vgl. [HUB95] Definition und Satz A2.2.6.) Danmt kann jede
zusamenhdngende Folge von Spalten von S in der Form
S(i)eS(i+1)a, . eS(K) dargestellt werden, wenn man S(i) als die j-te
Spalte von S definiert.
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Weiter ist es notwendig auch auf die Begriffe "symetrische
Substitutionsnmenge” und "Substitutionsbasis" einzugehen. Dabei

hei Bt nach [HUB95] Definition A2.4.2 eine Teilnenge p von
Paar en aus SEQ(N' ) XxSEQ(N') ei ne symetri sche
Substitutionsmenge von SEQN'), wenn aus (S,S)ep folgt:

(S',S ep und o(S)=w(S' ). Das heil3t insbesondere auch, das es
sich bei S und S um zwei (in der Regel verschiedene)
sequentiell e Darstellungen dersel ben Aqui val enzkl asse handel t.

Ist eine symmetrische Substitutionsmenge p von SEQN')
gegeben, so heilBen nach [HUB95] Definition A2.4.4 zwei

sequentielle Darstellungen S; und S, aus SEQ'N') bzgl. p direkt
i nei nander Uberfdhrbar, wenn sich S; und S, nur in einer
zusamenhangenden Fol ge von Spalten S;' bzw. Sy’ unterscheiden

und das Paar (S;',S;') Elenment von p ist. Al's nachstes wird der
Begriff der Uberfihrbarkeit von sequentiellen Darstellungen

dahi ngehend erweitert, dalB S und S aus SEQN ) bzgl. p

i nei nander Uberf Uhrbar heifen (in Zeichen: S2,S), wenn eine
endliche Folge von sequentiellen Darstellungen S;,...,Sy

existiert mt S=S;, §=S,und § und Sj4; sind fur 1<f<m1 bzgl.
p direkt ineinander uberfuhrbar. (Vvgl. [HUB95] Definition

A2.4.6.) Sind zwei sequentielle Darstellungen bzgl. p
i nei nander Uberfihrbar, so besitzen sie nach [HUB95] Satz
A2.4.8 (g) densel ben Wert. Sind ungekehrt je zwei sequentielle

Dar st el | ungen m t densel ben Wer t bzgl . p i nei nander
uberfuhrbar, so nennt man p eine Substitutionsbasis von
SEQ'N'). (Vgl. [HUB95] Definition A2.4.10.) p ist also genau
dann eine Substitutionsbasis von SEQN ), wenn man je zwei

sequentielle Darstellungen einer Aquival enzklasse [H bzgl. »p
durch iteratives Substituieren zusammenhéangender Folgen von
Spal t en i nei nander Uberf dhren kann.

Trivialerweise ist SEQ N )XSEQ N ) eine Substitutionsbasis von

SEQN'). Im Normalfall ist man jedoch an einer noglichst
"kl ei nen" bzw. "einfachen" Substitutionsbasis von SEQN')
interessiert. Nachfol gend werden nun einige symretrische

Substituti onsnengen vorgestellt, die unter gew ssen Unstanden
Zu einer Substitutionsbasis von SEQ N ) vereinigt werden
kénnen. Dabei wird als bekannt vorausgesetzt, dalk die
Verei nigung endlich vieler symmetrischer Substitutionsnmengen
von SEQ N') weder eine symetrische Substitutionsnenge von
SEQ(N') ist.
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A2.6.2 Spezielle symmetrische Substitutions-
nmengen

Sind S S,S" sequentielle Darstellungen aus SEQ N ) und von

Itl It2 Itl It2

der Form S=|H, H,|, S =|H;| und S'=|H,|, dann hei 3t das Paar

Ibl Ib2 Ibl Ib2

(S,S) bzw. (S ,S) eine Rechtskirzung bzw. Rechtserweiterung
in SEQCN"), wenn [Hy] eine ldentitéat ist. Unrgekehrt hei 3t das
Paar (S, S") bzw. (S',9) ei ne Li nkskir zung bzw.
Li nkserweiterung in SEQN'), wenn [H] eine Identitat ist.
(Vgl. [HUB95] Definition A2.7.18.) Es ist leicht einzusehen,
daR die Menge px(N') aller Rechts- wund Linkskirzungen bzw.
-erweiterungen in SEQ(N ) eine symretrische Substitutionsnenge
von SEQ'N') ist.

Sind S und S zwei sequentielle Darstellungen aus SEQN),
dann hei 3t das Paar (S,S) nach [HUB95] Definition A2.7.24

eine Vertauschung in SEQN'), wenn S und S in der Form (a)
oder (b) dargestellt werden koénnen:

ltl |t2 It2 |t2I
(a) S=|H, H,|, S'=|H, H;| und es existiert eine

Ib1 Ib2 Ib1l Ib1
ldentitat [1,] mt der Eigenschaft
[Vea] =[Te2l 1 ([HD) [0 d s [1p2l =[1nd <1y ([ H1]) <[ Ipal,
[Pe2" I=lTe2l L (D) -[ 1 d und [Tpg" ] =[1nd <1 ([H]) [ Ipal-

1
ltl |t2 ltl Itl

(b) S=|H, H,|, S =|H, H;| und es existiert eine

Ib1 Ib2 Ib2 Ib2I
ldentitat [1,] mt der Eigenschaft
[Veo] =l Teal L ([H]) [ 0d s [Tpal =[1nd <[ 1) ([H]) A1 b2l ,
[Pea I=lTeal < (THD) [ 1 ed und [Tpp" ] =[1nd <1, ([ H]) [ b2l -

Da di e Bedingungen (a) und (b) symetrisch formuliert sind und
nach Beweis von [HUB95] Satz A2.7.26 fiur eine Vertauschung
(S, S)

o(S)=w(S') ist, ist die Menge py(N') aller Vertauschungen in
SEQCN') eine symetrische Substitutionsnenge von SEQN).
(Bild A2.27 zeigt in anschaulicher Form eine Beispiel fiur eine
Vert auschung.)

Sind Sund S zwei sequentielle Darstellungen aus SEQ N ) und
existiert ein echtes Unternonopolyid U von <N, x e mt
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0

N'Tc;UgN', Kern(S)cU und S =|w(S)|, dann hei 3t das Paar (S, S)
0

nach [HUB95] Definition A2.7.28 eine Verschmel zung in SEQN').

Anal og heif3t das Paar (S',S) eine Zerlegung in SEQN').
(Cowohl diese Definition fur beliebige Unternmonopolyide U mt

NlrgUgN' gilt, ist nachfolgend allerdings nur der Fall U=N$
interessant.) Da die Definitionen fiar Verschnelzungen und
Zer |l egungen symetrisch formuliert sind, bildet die Menge
pz(N'") aller Zerlegungen und Verschnel zungen in SEQ(N') w eder
ei ne synmmetri sche Substitutionsnenge von SEQ(N').
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Bild A2.27: Die sequentiellen Darstellungen S (oben) und S
(unten) definieren zusanmren die Vertauschung (S, S).
An den Netzwerken in der Mtte kann man sehen, dal
bei de densel ben Wert besitzen.
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Die sequentiellen Darstellungen S (oben)
(unten) definieren zusamen die Uberbrickung (S, S).

An den Netzwerken
bei de densel ben Wert

in der
besit zen.

Mtte kann man sehen,

daR
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Sind Sund S zwei sequentielle Darstellungen aus SEQ N ) und
N?gN', dann hei Rt das Paar (S,S) nach [HUB95] Definition

A2.7.34 eine Uberbrickung in SEQN'), wenn S und S in der
Form (a) oder (b) dargestellt werden kénnen:

o 1, l, O
(a) S|P, H|, S=H P,| und [P4] und [P,] sind Pernutationen
0 Iy, l, O
mt [Ple([1¢2l [H x[1p2l)=([T¢al [H [ 1p1]) [ P2] .
l, O o 1,
(b) S=|H PR,|, S =P H| und [Pq] und [Py] sind Pernutationen
l, O 0 I,

mt ([Feal x[H <[ 1Tpal) o[ Po] =[P1]o([ 1t 2] [ H [ 1p2]) -

Da die Bedingungen (a) und (b) symmetrisch fornuliert sind,
ist die Menge pg(N') aller Uberbrickungen in SEQN ) eine

symretri sche Substitutionsmenge von SEQ(N' ). (Bild A2.29 zeigt
I n anschaul i cher Form ein Beispiel fur eine Uberbrickung.)

i ge synmetrische Substitutionsnmengen wurden sel bstverstand-
lich nicht in beliebiger Art und Wise definiert, vielmehr

wurden sie so ausgewdhlt, daR im Fall N'=NLON* bzw N :N-?-uN(Tl)

die symmetrische Substitutionsnenge p":=px(N")upy(N') bzw.
p' I =px(N") Upy(N" ) Upz(N' ) Upg(N') eine Substitutionsbasis von
SEQCN') bzw. SEQN') ist. Des wird in den nachfol genden
Abschnitten inplizit bew esen.
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A2.6.3 Kriterien fur Vertauschungen und Uber -
br ickungen

Das nachfolgende Kriterium fur Vertauschungen ist sehr
wi chtig, da es imer dann angewendet werden kann, wenn es von
ei nem Subzentrum kei nen Pfad zu ei nem anderen Subzentrum gi bt.

Satz A2.6.1:

Itl It2

Ist S=|H, H,|eSEQ(N ) eine sequentielle Darstellung und gibt

Ibl Ib2
es von |qxHjxl p1 nach 1oxHoxl o keine virtuel |l e Verbi ndungskante
(a,e) mt aeA(H;) und eeE(H), so existieren ldentitaten

1 1
Itl It2

[Te1"' 1.0 Mp1" 1, [1¢2"] und [1yo'] derart, daB far S =|H, H,| das

Ib:l.I |b2l
Paar (S, S') eine Vertauschung aus py(N') ist.

Bewei s:

Definiere Hg: =(Ng, vg, 13) : =l { 1xHixl 1 und Hy: =(Nyg, vg, t4) : =1 oxHoxl 2.
Da es von Hy nach Hy keine virtuelle Verbindungskante (a,e) mt
aceA(H;) und eeE(H)) gibt, ist entweder vg(a)>vyu(e) V aeA(H)

und ecE(Hy) oder vg(a)<vy(e) V aeA(H;) und eeE(H).

a) Sei vg(a)>vy(e) V aeA(H;) und eeE(H)). Unterteile die
aulleren Ausgange aus A(Hz) in 5 G uppen:

={a eA(Hy): vg(a')<vy(e) V ecE(Hy)}
={a eA(Hs): mn({vy(e):ecE(Hy)})<vz(a )<max({vs(e):ecEH)})}
= a' eA(Hy): max({vy(e):ecE(H)}) <vz(a ) <mn({vz(a):acA(H)})}
={a eA(Hs): mn({vg(a):aeA(H)})<vz(a’ ) <max({vsz(a):aeA(H)})]
=a' eA(Hy): max({vg(a): aeE(H)})<vg(a’)}.

Da nach Voraussetzung vz(a)>vg(e) V aeA(H;) und eeE(H),

sind die Mengen Gl-Gb paarweise disjunkt. (Vgl. Bild A2.27
oben.) Jede dieser Guppen definiert nun auf eindeutige

Art und Weise eine Identitat [I;] mt 1<i<5. Es ist |eicht
ei nzusehen, daR [15]=1([H]) und [14]=2,([H]) ist.
AuBBerdem ist [1q]x[1o]x[13]=[1{1] wund [Ig]=[lp1], sow e
[11]=[1¢2] und [13]<[14][1s]=[1p2].

Definiert man nun [l¢1"]1:=[11], [lpr' ]:=[13]lx[14]x[15],
[V 1:=[0a)-L120 03], [iyqg'1:=[is], und [Id:=[13], so
erfallt das Paar (S, S) die Bedingung (a) far
Ver t auschungen.

QRuQa
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b) Sei vz(a)<vy(e) V aeA(H;) und eeE(Hy). Dann kann anal og zu
a) eine sequentielle Darstellung S definiert werden, so
dalR das Paar (S,S ) die Bedingung (b) fiur Vertauschungen
erfallt.

g.e.d.

Zwei vergleichbare Satze fiur Uberbrickungen erhalt man, wenn
es sich Dbei [ Hy] oder [ Hy] um eine vorwarts- oder
rickwartszykli sche Pernutation handelt.

Satz A2.6. 3:
l, O

Ist S=|H P|eSEQ(N' ) eine sequentielle Darstellung, [P] eine
l, O

vorwartszyklische Pernmutation und [1yh1]#0, oder [P] eine

rackwartszykli sche Pernutation wund [l{4]#0, so existieren
Identitaten [I;] und [Ipp] und eine Pernutation P derart, dald

0 I,
far S =P H das Paar (S,S) eine Uberbrickung aus pg(N')
0 I,

ist. (vgl. Bild A2.29 unten.)

Bewei s:

a) Sei [P] eine vorwartszyklische Pernutation mt P=(N, v, 1)
und [l 1] #0. Ist t(e) der Typ der &auleren Ei ngangs e von P
m t dem hoéchsten Index v(e), dann definiert der
Typenei ngangsvektor (t(e)) eindeutig eine ldentitat [I,].
Da [lp1]#0 und das Produkt ([l¢q]x[H «[Ip1])e[P] definiert
i st, exi stiert eine weitere ldentitat [1p1'] mt
[1p1]=[1p1' 1x[1yd. (Vgl. Bild A2.29 wunten.) Definiere
[1p2l :=[Tp1' ], [1epl:=[l1ndx[1¢q] und [P'] bzw [P'] als die
nach Satz A2.4.11 durch den Typeneingangsvektor bzw.
Typenausgangsvektor von [l{o]x[H [l 2] eindeutig bestimte
vorwarts- bzw. ruckwartszyklische Pernutation, dann sind
die Produkte [P ]e([1¢2][H[Ipa]) und ([1¢2]{H[1p]) [P ]
definiert und nach Satz A2.4.17 [P Je([lial x[H x[1p2])e[P"'] =
[P e[ d ([ e LH L2l )) oL P'T = ([1eal L H [ 1 p2] )l 1] =
(gl L HCU g 10 o) =Ll LT ) = TP 1o ol H Aol ) =
[P Te([lt2l LH <[ 1 po] ) e[ P"]e[P"] 1= ([Itl] S H [ 1Tpg]) o[ P]-1
Nach Satz A2.4.13 ist [P']- ei ne vorvvartszykllsche
Pernmutation, da [P'] eine riuckwartszyklische Pernutation
ist. Damit sind [P']-1 und [P] zwei vorwartszyklische
Permut ati onen. Da nach Voraussetzung auch das Produkt
([1¢1)«[H <[ 1 p1]) e[ P] definiert ist, besitzen [P']-1 und [P]
densel ben Typenei ngangsvektor und sind somt nach Satz
A2.4.11 identisch. = [P Je([l{2]x[H «x[1p2])=

([Tl <LH <[ 1 p1]) o[ P'1-1=([1 {1 x[H «[ I p1])e[P]. = Das Paar
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(S,S') erfullt die Voraussetzung (b) fur eine Uberbrickung
aus pg(N').
b) Anal og zu a) unter Verwendung von Satz A2.4.19. g.e.d.

Ohne besondere Anstrengungen koénnen die oben gegebenen
Kriterien fur erweitert vorwarts- oder ruckwartszyklische
Per mut ati onen veral | genei nert werden.

Satz A2.6.5:
o I,

Ist S=|P, H|eSEQIN') eine sequentielle Darstellung und [Pq]
0 I,

ei ne erweitert vorwartszykl i sche (rackwartszyklische)

Permutation mt [Py"]:=[(Ny',v7',11")] als vorwartszyklische
(rickwartszyklische) Pernutation und gibt es zu jedem &aul3eren
Eingang e von [H eine virtuelle Verbindungskante (a,e) von
ei nem aulRer en Ausgang a von [P ] m t v (a)=#1
(v (a)#A(P1')]), so existieren ldentitaten [l{1] und [Ipq]
sowe eine erweitert vorwartszyklische (ruackwartszyklische)

l, O
Permutation [P,] derart, daB fur S =H P,| das Paar (S, S)
l, O

ei ne Uber briickung aus pg(N') ist. (Vgl. Bild A2.29.)

Bewei s:

a) Sei [Py] eine erweitert vorwartszyklische Pernutation und
[1{1'] bzw. [lp;'] die obere bzw. untere Identitat von
[Pi]. Da es zu jedem &ulleren Eingang e von [H eine
virtuel | e Verbi ndungskante (a, e) von ei nem aul3eren Ausgang
a von [P;'] mt vy (a)#1 gibt, existieren Ildentitéaten
[1¢2'], [Tp2'] und [1pf, mit [1ea]=[1¢q 101 <[112'] bzw
[1p2] =[1p2' 1x[1p1'], wobei [l die durch den ersten
aulleren Ausgang von [P;'] definierte ldentitat ist. (Vgl.
Bild A2.29.) Definiere [H]=[1{2']x[Hx[lp2'] und [Py'] die
durch den Typenausgangsvektor von [H ]I, eindeutig
definierte vorwart szykl i sche Per mut ati on. =
([H1x[1fd)e[Py'] ist definiert. =
([ TAAH LU d <[ P pa" 1) o([ 2" I[P 1-[1py" 1) ist definiert.
Definiere wei ter [Teqd i =[1¢1" 10 1¢2" T, [1pa]:=
[Pp2" Il [ 1pa'] und [Po]:=[1¢q" [P Ix[1p1"]. = [Po] ist
eine erweitert vorwartszyklische Pernutation und das
Pr odukt ([Tl xLH <[ 1 p1]) o[ P2l i st definiert, da
[Tea" T H I[P sl pa" T=l g IxCDT ¢ 2" I H <[ Tp2" T) [ T d <[ 1pa" 1=
([Veal LH [ Tpal) und [Pl =[1¢1" Ix[P2" Ix[1p1'] ist. Bleibt
al so noch Zu zei gen: [Pl e([ 1] x[H x[1p2])=
([Tl xLH <[ 1 p1]) o[ P2l , dann i st (S, S) m t obi ger
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Definition von S nach Fall (a) eine Uberbrickung.
Nat trlich si nd di e Pr odukt e [Py 1e([1 dx[H]) und
([H1x[Ind)e[Py'] definiert. Nach Satz A2.4.15 ist damt

auch das Produkt ([l Jx[H]1)e[Py']-1 definiert. =
[P 1e([Idx[H1)e[Py']-1=[H]«l, nach Satz A2.4.17. =

[Py ](1 |ni| SHD)=[H]A[T[P] =

([T¢a] ][ 1 I Tpr D) e(ll 2" I d [HTx[1p1"])= )

[|t1 1{H ] Lld [ Tpr" Te[Tea" 1 P2" 1[1ps'] nach [HUB95] Satz
.1.20 (6). Végen [P =[T¢1" 1x[Py" Ix[1p1' ], [P2] =

[|t1]x[ Py 1-[Ipy"] und [H] [|t2] [H [Ip2'] folgt weiter

[Pl e(llea" IxlId [V e2 Ix[H [ Tp2" Tx[1pa']1)= _

[Vea Il T TALH <[ Tp2 Tl 1 d s[1p1" Te[P2] . SchlieRlich folgt
i t [Peal =[Tea" Tl nd [ 1¢2" 1, [|b2] [|b2][|b1']’
tal =l Tea" Il 1e2' ] und [| i =[p2" 15[ ed o die

[
Behauptung [P1] o([1¢2] [ H x[ 1 p2] ) =([ 1t 1] x[ H] [|b1])°[P2]-

b) Sei [P] eine erweitert ruckwartszyklische Pernutation und
v (a)#A(P")|, so folgt die Behauptung anal og zu a).

g.e.d.
Satz A2.6.7:
l, O

Ist S=|H P, |eSEQ(N') eine sequentielle Darstellung und [P;]
l, O

ei ne erweitert ruckwart szykl i sche (vorwartszykli sche)

Permutation mt [Py ]:=(Ny, ,vy' ,1') als riackwartszyklische
(vorwartszyklische) Permutation und gibt es zu jedem &aul3eren
Ausgang a von [H eine virtuelle Verbindungskante (a,e) zu
ei nem aulRer en Ei ngang e von [Py ] m t vy (€)=l
(vy' (e)#E(Py')]), so existieren ldentitéaten [l{p] und [Ips]
sowe eine erweitert riackwirtszyklische (vorwartszyklische)

o I,
Permutation [P;] derart, dalR fur S =P H| das Paar (S,S)
0 Iy,

ei ne Uber brickung aus pg(N') ist. (Vgl. Bild A2.29 unten.)
Bewei s:

Anal og zum Bewei s von Satz A2.6. 5.

Die oben gegebenen Kriterien far Ver t auschungen und
Uber br ickungen kénnen nun dazu verwendet werden, ein Verfahren
herzuleiten, we innerhalb einer sequentiellen Darstellung
zwei  nebenei nander stehende, einfache Netzwerke in ihren
Posi tionen vertauscht werden koénnen, auch wenn sich zw schen
bei den Faktoren noch ein fast | eeres Netzwerk [H befindet.
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5.7 Vol | konmene Unt er nonopol yi de

Un nun bewei sen zu konnen, dalR das von N"Z=N!|-UNJ'|—A erzeugte

Unt er nonopol yid ein voll kommenes ist, sind noch einige wenige
Vorarbeiten notwendig. Dabei werden einige Satze allgeneiner
gehalten, als es zundchst notwendig ware. Sie werden |edoch
weiter unten in dieser Formnoch ei nmal bendtigt.

Als erstes ist es notwendig darauf einzugehen, we sich
besti mrende Abbil dungen verhalten, wenn zwei sequentielle
Dar st el | ungen dessel ben Net zwer ks i nei nander uberfdhrt werden.

Satz A2.7.1:

ltl ltn
Ist NcNE/~ mit NieN', S=|H, .. H,|eSEQN) und o(S)=[H, so
. Ibl Ibn
exi stieren far di e Aqui val enzkl assen [H, [H.,...,[Hyl
n
paarwei se di sjunkte Repréasentanten derart, daR SI(H=U SI(H)
i =1
i st.
Bewei s:

Wahle fur die Aquival enzklassen [H],...,[H] bel i ebi ge,
paarwei se di sjunkte Repréasentanten. Da (9( S_) al s das Produkt
([1ead [HI <[ Tpal) e o([1¢n] [H] <[ Ipn]) definiert ist und das
serielle bzw parallele Produkt zweier Aquival enzklassen uber

deren Reprasentanten festgelegt ist, ist fiar das Netzwerk
H =(1¢pxHpxd p1) oo o o(lipHnxl ) [H =o(S). GenmaB der Definition
des seriellen bzw. paral | el en Pr odukt s i st dann

s (H=U sl (H).

Satz A2.7.3:

Itl Itn

Ist N cNf/~ mit NieN', s=|H, .. H,|,S eSEQN) und geht S

n L]

Ib1 Ibn

durch schrittweise durchgefihrte Kirzungen, Erweiterungen,
Vert auschungen, Zer | egungen, Ver schnel zungen oder
Uber br ickungen aus S hervor, SO gi bt es far
[H:=o(S) und [H]:=0(S") Repr asent ant en derart, dafid

SI(H=SI(H) ist.
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Bewei s:

Wahle fur die Aquivalenzklassen [Hi],...,[Hy] bel i ebi ge,

paarwei se di sjunkte Repréasentanten. Da S durch schrittweise
durchgef thrte Kirzungen, Erweiterungen, Vertauschungen oder

Uber br ickungen aus S hervorgeht, konnen nach den Definitionen
far diese elenentaren Substitutionen die Reprasentanten der

neu hi nzukonmenden Spalten gerade so gewdhlt werden, daBl die
Net zwerke aus dem Kern von S die nmindestens einen
I nterinknoten oder ein Subzentrum enthalten auch weder im
Kern

von S auftreten. Damt gibt es nach Satz A2.7.1 fur [H:=0(S)
und [H]:=o(S' ) paarwei se disjunkte Reprasentanten derart, dald

SI(H)=.CJ1$I(Hi) und SI(H):_CJlsl(Hi). = SI(H=SI(H).
I = | =

g.e.d.

Satz A2.7.5:

Sei N%AgN-Fr/~ ei ne beliebige, ni cht | eere Menge von
Aqui val enzkl assen ei nfacher Netzwerke ohne Schlaufen, in denen
j edes Subzentrum m ndestens ei nen Ausgang besit zt, N"=N!|-UN-]|'—A,
SeSEQIN') mt |o(S)|>1 und geht S eSEQN') durch schrittweise
dur chgef Uhrte Kirzungen, Erweiterungen oder Vertauschungen aus
S hervor, so existieren Reprasentanten H und H von [H:=w(S)
bzw. [H]:=o(S ) derart, daR SI(H)=SI(H) und die identische
Abbi | dung id: SI (H) —»SI (H) eine besti mende Abbil dung i st.

Bewei s:
Der Beweis ist vollkomen analog zum Beweis des nachsten

Sat zes, wobei auf Zer | egungen, Ver schnel zungen und
Uber br ickungen ni cht ei ngegangen wer den nuf3.

Satz A2.7.7:
Sei N(%)gN@ ~ eine bel i ebige nicht | eere Menge  von
Aqui val enzkl assen  ei nfacher Interinknoten oder ei nf acher

Net zwerke mt oder ohne Schl aufen, N':N-?uN(Tl), SeSEQ(N') mt

lo(S) |1 und geht S eSEQ(N') durch schrittweise durchgefuhrte
Kdr zungen, Er wei t er ungen, Ver t auschungen, Uber br Gickungen,
Zer | egungen oder Verschnel zungen aus S hervor, so existieren
Repréasentanten Hund H von [H:=o(S) bzw. [H]:=0o(S') derart,
da SI(H)=SI(H) und die identische Abbildung id:SI(H) —»SI(H
ei ne besti mende Abbil dung ist.
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Bewei s:

a) Sei an den durchzufihrenden Uberfihrungsschritten stets
m ndestens ein Subzentrum oder ein Interinknoten beteiligt.
(I nsbesondere sind damt Zerlegungen oder Verschnel zungen
zunachst ausgeschl ossen.)

Betrachte zundchst den Fall, dal L(S)<2, L(S)<2, |o(S)|>1 und
S durch genau eine Kirzung, Erweiterung, Vertauschung oder

Uber br ickung aus S hervorgeht. = Fur p:=px(N ) upy(N ) uUpz(N ) U
pg(N') ist dann S2,§. = o(S=o(S) nach [ HUB95] Satz
A2.4.8 (g). Nach Satz A2.7.3 gibt es Reprasentanten von [H =o
(S) bzw. [H=o(S ) derart, dal SI(H)=SI(H) ist. Wgen [H =0
(S)=

o(S)=[H] sind Hund H &quivalent.

Angenonmen S geht durch eine Kirzung, Erweiterung, oder
Uber briuckung aus S hervor, dann ist |[SI(H)|=1, da L(S)<2,
L(S')<2 und Jo(S)|>1 vorausgesetzt wird. = Die identische

Abbi | dung id: SI(H) —»SI(H) ist nach Satz A2.5.13 (b) und (c) die
ei nzi g existierende besti nmende Abbil dung.

Angenonmen S geht durch eine Vertauschung aus S hervor, dann
sind die fol genden funf Falle zu unterscheiden.

i) Ist |SI(H|=1, dann ist w eder nach Satz A2.5.13 (b) und
(c) die identische Abbildung id:SI(H —>SI(H die einzig
exi sti erende besti nmende Abbi | dung.

i) Ist |SI(H]=2, |S(H|F1 und [I(H =1, dann ist nach Satz

A2.5.13 (d) die identische Abbildung id:SI(H —>SI(H die
ei nzi g existierende besti nmende Abbil dung.

iii) Ist |SI(H)|=2 und |I(H)|=2, dann sind die Voraussetzungen
von Satz A2.5.15 erfullt wund die identische Abbildung
id:SI(H —SI(H) die einzig existierende bestimende
Abbi | dung. (Vergl eiche dazu auch Bild A2.27 mtte.)

iv) Ist ISI (H) |=2, IS(H =2 und  besitzt m ndestens ein
Subzentrum aus S(H) einen Ein- oder Ausgang, dann sind die
Vor ausset zungen von Satz A2.5.15 oder Satz A2.5.17 erfillt
und die identische Abbildung id:SI(H—->SI(H ist die
einzig existierende bestimende Abbildung. (Vergleiche
dazu auch mt Bild A2.27 mtte.)

v) Ist |SI(H)|=2, |S(H)|=2 und besitzt jedes Subzentrum aus
S(H) weder einen Ein- noch eine Ausgang, dann sind die
Vor ausset zungen von Satz A2.5.19 erfdllt und die

i dentische Abbildung id:SI(H —>SI(H ist eine bestimende

Abbi | dung.
Geht im allgeneinen Fall S eSEQCN') durch schrittweise
dur chgef Ghrte Kidr zungen, Er wei t er ungen, Ver t auschungen,

Uber br ickungen, Zerl egungen oder Verschnel zungen aus S hervor,
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so kann in jedem Schritt S bzw. S zerlegt werden in die
Produkt e S=S;eSpeS, bzw. S =S Sy ¢S, oder S=S;¢Sy bzw. S =S;eSy’
oder S=SpeS; bzw. S =Sj' «S,, wobei L(Sp) <2, L(Sp' )<2 und (Sp, Sp')
ei ne Kir zung, Er wei t erung, Ver t auschung, Uber br tickung,
Zer |l egung oder Verschnel zung ist. Nachfolgend wird nun nur der
Fal | S=S1eSpeS, bzw. S =51¢S;' ¢S, weiterbehandelt, da fiar die
anderen Falle anal oge Aussagen gelten. Nach der Definition des
seriellen Produkts und Satz A2.7.3 konnen die Repréasentanten

von  [H:=a(S), [H]:=o(S), [Hl:=a(S)., [Hl:=o(Sp),
[Hy']l:=0(Sg') und [Ho]:=w(Sy) so gewahlt werden, daR H=HjeHyeH,,

H =HjeHy' eH, und SI(Hy)=SI(Hy') 1ist. = SI(H=SI(H). Nach
obi gen Ausfihrungen ist idg: SI(Hy))—>SI(Hy') eine bestimende
Abbi | dung. Sel bstverstéandlich sind idq:SI(H)—>SI(Hp) und
1 dy: SI (Hy) »SI(Hy) als identische oder idealisierte Abbildungen
ebenfal |l s besti mende Abbildungen. Wegen Sl (H)=SI(H;)USI (Hy) v
Sl (Hy) =SI (Hy) uSI (Hy) uSI (Hy) ist nach Satz A2.5.9 idquidguids,
ei ne besti mende Abbildung von SI(H) nach SI(H)=SI(H). Ist

1d:SI(H—>SI(H (wegen |o(S)|>1) die identische Abbildung, so
st id=idquidguidy, und damt eine bestimende Abbildung vom
SI(H nach SI(H). Da dies fur jeden Schritt gilt, ist damt

di e Behauptung bew esen.

b) Sind als Uberfihrungsschritte auch solche gestattet, bei
denen kein Subzentrum und kein Interinknoten beteiligt ist,
wie zum Beispiel bei Zerlegungen oder Verschnel zungen, so
erhdlt man in den elenentaren Schritten nach Satz A2.5.13 (a)
die idealisierte Abbildung idg: 9> als besti nmende Abbil dung.
Da di ese bei der Bildung der Vereinigung id=idjuidguid, keinen
Ei nfluld zeigt, folgt damt analog zu Fall a) di e Behauptung.

g.e.d.

Un die zZwei Spal t en aus ver schi edenen sequentiell en
Darstel lungen als identisch identifizieren zu koénnen, ist der
f ol gende Satz notwendi g.

Satz A2.7.9:

Sind [l¢q]l, [lpa], [lt2l und [lpy] Identitaten, [H ein
einfacher Interinknoten oder ein einfaches Netzwerk mt
Subzentrum das m ndestens einen &ufleren Ausgang hat und i st
far

[Hl =l Teal LH <[ 1 pa]  und [Hp] i =[ 1ol LH A[1p2] A(H)=A(H) und
der Index des ersten auleren Ausgangs zu dem eine Kante von
ei nem inneren Ausgang oder Interinknoten fuhrt derselbe, so

ist [1¢q]=[1t2]l, [lpal=[1p2] und [H]=[H].
Bewei s:

Sei [H ein einfaches Netzwerk mt Subzentrum das m ndestens
ei nen &aulleren Ausgang hat und Hp:=(Ng, vg, 17):=l{1xHd 7, sowie
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Ho: =(Np, vg, 19) i =l yoxHd pp. Da [H ein einfaches Netzwerk mt
Subzentrum ist, das m ndestens einen &uflleren Ausgang besitzt,
besitzt das Subzentrum von H mndestens einen (inneren)
Ausgang und es gibt in H von i-ten inneren Ausgang genau eine
Kante zumi-ten aueren Ausgang und ungekehrt. Ist ny{; bzw. np;
bzw. n{, bzw. np, die Anzahl der &auferen Ausgange von |l;1 bzw
lpp bzw. l{o bzw. 1, und n die Anzahl der &aufReren Ausgange von
H, so gibt es in H von i-ten inneren Ausgang von s genau eine
Kante zum (n;q+i)-ten &ulleren Ausgang. Analog gibt es in H, von
i-ten inneren Ausgang von s genau eine Kante zum (n;,+i)-ten
aulleren Ausgang. Da fur [H;] und [Hy] der Index des ersten
aulleren Ausgangs zu dem eine Kante von einem inneren Ausgang

oder Interinknoten fuhrt derselbe ist, folgt: ngi+l=n;,+1. =
Ng1=nga.  A(H)=A(H) = ni=np und nggn+np =ni=n=ni+n+npy =
Np1=Np2.  Da  A(l¢q) -A(H) -A(1 1) =A(H) =A(Hp) =A(1¢2) -A(H) -A(1 ),
Ng1=N{o und Np1=npy ist, ist A(lyq)=A(l{s) und A(lp1)=A(lp). =
[1¢4]=[1¢5] und [1p1] =[ 1 b2l nach Sat z A2.3.9. =
[HL] =00 eal DH <[ pal =01 e 2] LH [ 1 p2l =[ H]

Ist [H eine einfacher Interinknoten, so kann nan anal og

argunenti eren, da es dann in H bzw. H, vom ei nzi g vorhandenen
Interinmknoten eine Kante zu ei nem aul3eren Ausgang gi bt.

g.e.d.

Damit kann bereits ein erstes, schon oft zitiertes Ergebnis
di eser Publikation vorgestellt werden.

Satz A2.7.11: (1. Hauptsatz)

| st N-]ngN$/ ~ eine beliebige nicht | eere Menge  von

Aqui val enzkl assen ei nfacher Netzwerke ohne Schlaufen, in denen
jedes Subzentrum mndestens einen Ausgang besitzt und

N": :Nll—UN;I"-A, SO i st p: =px( N") Upy(N") ei ne vol | konmene
Substitutionsbasis von SEQ(N") und <N',x ep> ein vollkomenes
Monopolyid mt N' als voll konrenem Er zeugendensyst em

Bewei s:

Zeige, daR die Voraussetzungen von [HUB95] Satz A2.8.13
gegeben si nd.

Wegen NlrgN" bil det <N", x, ep> nach [HUB95] Satz und Definition

A2.1.11 ein Monopol yi d, wobei nat arlich N" ein
Er zeugendensystem von <N',x,ep> ist. Die Restriktion von
I 1I: (Ng/ ~, x, op) >(INy, +,+) auf die Teilnmenge <N',x, ep> ist ein
nicht-trivialer Mnopolyiden-Hononor phi snus, da N%A;t@ i st.

Nach Satz A2.4.5 ist (Nf/~)0i=NQ und somit (<N, ep>) PlcN}. =
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(<N", x, op>) l0I= Nlr, da NlrgN". Analog folgt: 1o\ o o N'T. =
(<N", x, ep>) lOI= N'T:1<N--, x, op> UNd 1oy« o >cN". Kann man nun zeigen,

daB p: =px(N") upy(N") die Bedingung (1) von [HUB95] Satz A2.8.13
erfuallt, so ist von p eine voll komene Substitutionsbasis von
SEQ(N"), N' ein vollkomenes Erzeugendensystem von <N', x, o>
und <N", x, o> ei n vol | kormenes Monopol yi d.

Sei Sy, S,eSEQN'), Jlo(Sp) 21 und o(Sy) =e(S,). OB.d.A sei

I 11,1 I tin I 2,1 I t2,m

S;=|H;; .. H, | und Sp;=|H,; .. H Definiere [H]:=0(S;) und

2m |

I b1,1 I b1,n I b2,1 I b2,m

[H] : =a(S)) . = [H]=[H]. Nach Satz A2.7.1 existieren
paar wei se di sj unkte Repr &sent ant en derart, daid

SI(Hl):_LnJlSI(Hl,i) und SI(H2)=_818I(H2,J-). Da Sy, S,eSEQUN') i st
i = j=

nach Definition Kern(Sp) N und Kern(S;) cN". =
[Hyil, [H, ] eN!ruN-er. Damit handelt es sich bei den Faktoren

[H i] bzw [Hz,j] ausnahnsl os um ldentitéaten oder einfache
Net zwer ke ohne Schl aufen, in denen jedes Subzentrum m ndestens
ei nen Ausgang besit zt.

Wegen  [|Hi[|=lo(S1) |21 ist mindestens ein Faktor [H; ;] ein
ei nfaches Netzwerk mt Subzentrum Da weder das serielle noch
das parallele Produkt Zykel erzeugt, gibt es damit in H ein
Subzentrum s* von dem kein Pfad zu einem anderen Subzentrum
fahrt. Da [H]=[H)] ist, sind H und H, &quivalent und nach
Satz A2.5.7  existiert dam t ei ne bestinmmende Abbil dung
9: Sl (H) —>SI (H,). Diese bildet s* auf ¢(s*)eSI(Hy) ab, wonit ¢
(s*) ein Subzentrum aus $( Hy) ist, von demes in H, ebenfalls
kei nen Pfad zu ei nem anderen Subzentrum gi bt.

Da alle Reprasentanten H;; paarweise disjunkt sind und
n

SI(H))=USI(H; j) ist, bestimm jedes Subzentrum s aus SI(H)
i =1 ’

genau ein Hy ; mt seS(H; ;). Analog bestimt jedes Subzentrum
¢(s) aus SI(Hy) genau ein H; mt ¢(s)eS(H j). OB d A sei
s e S(Hy k) und o(s") eS(H p).

Al's nachstes soll nun die sequentielle Darstellung S; bzw. S,
durch Vertauschungen, Kirzungen und eventuell Erweiterungen
uberfihrt werden in eine sequentielle Darstellung S;" bzw. S,"
derart, dal3 in S;" bzw. Sy" der Faktor [H; ] bzw. [Hy ] ganz

rechts steht und L(S;")22 bzw. L(Sy)=>2 ist.
Betrachte zunéchst S;.

Angenommen es ist k=n, so steht der Faktor [H; (] bereits ganz
rechts. Ist nun auch noch L(S;")>2, so kann S$S;":=S; definiert
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werden. Ist L(Sy)=1 wund 1:=1;([H])=1(o(Sq]) so ist fuar
O Itl,l

Si"i=|1 Hy, das Paar (S3,S1") eine Linkserweiterung aus
O Ibl,l

px(N") cp. = $19.5" und L(S;")22.

Angenommen es ist k#n, so gibt es unmittelbar rechts von [H; ]
einen Faktor [H; 4+1]. Angenommen bei [H; k4] handelt es sich

um eine Identitat, dann definieren die Spalten §¢ und K™V
: . 4K gk+1) k) " o

ei ne Rechtsklrzung (S;’eS ,S;’) aus px(N')cp. Definiere

St :éll)t .. 0§1k) 0§1k+2)0. .. 0§1n) bzw. S;"': :éll)t .. 0§1k) falls k=n-1

ist, dann ist S$;=.,5,"', wobei der Faktor [H; ] in S;"' eine
Position weiter rechts steht.

Angenonmmen bei [H; +1] handelt es sich um keine ldentitat, so
ist H s ein einfaches Netzwerk ohne Schlaufen. Da es in H
von s keinen Pfad zu einem anderen Subzentrum gibt, gibt es
auch keinen Pfad zum Subzentrum von [H; y4]. = Es gibt von
l't1 kM kb1, K nach l't1 ke1<H1L, ke14! b1, k41 kei ne virtuelle
Ver bi ndungskante (a,e) mt aeA(H; ) und eeE(H; (4+1). Nach Satz
A2.6.1 existieren damt ldentitaten [l¢q ' 1,[1p1 k'] [1t1 ke1']

Itl,k Itl,k+l
und [lpg k+1'] derart, daB fdar S :=H,, H,;, das Paar
I 1

b1,k Ibl,k+1l
(élk)o§1k+1), S') eine Vertauschung aus pyN')cp ist. Definiere
S :éll)m .. -élk_ D.s 0§1k+2)-. . .éln) bzw. S :éll)m .. -élk_ D.s
falls k=n-1 bzw. S$;"':=S o§1k+2)-. ,,.éln) falls k=1 bzw. S$;"':=S
falls 1=k=n-1 ist. Dann ist S$;=2,S5"", wobei der Faktor [H; (]
in S;"" eine Position weiter rechts steht. Dieses Verfahren,
des Anwendens von Kirzungen und Vertauschungen kann nun
sol ange angewandt werden, bis der Faktor [H; ] ganz rechts
steht. Verkirzt sich dabei die Lange der sequentiellen

Darstellung auf 1, so kann sie we oben durch eine
Li nkserwei terung auf die Lange 2 gebracht werden.

Da mt der sequentiellen Darstellung S, ebenso verfahren werden
kann, existieren also zwei sequentielle Darstellungen S;" bzw.
Sp;" derart, daR in S$;" bzw Sy" der Faktor [Hp ] bzw [Hy p]
ganz rechts steht, L(S1")22 bzw L(Sy)>22 und sl-)psl" bzw.
S$2,S," ist.

Definiere n":=L(S$1"), m':=L(S,"), sy i =sPe. s (M"Y,
So 1=, sy :=sGe s(T Y und sp":=50™), dann sind die
Pr odukt e S;' Sy’ und S, «Sp" definiert, lo( So' ) |1,

S1P2,51" oS =S1"  und 5> Sy 5" =S,".  Bleibt also noch zu
zeigen: Sp' =Sp" und o(S;")=0(Sy').
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Sei [H"]:=o(Sy") und [H"]:=0(S;"). OB.d.A kann nach Satz
A2.7.5 angenonmen wer den, dai Sl (H")=SI (Hy) bzw.
SI (H,")=SI (Hy) und die identische Abbildung idy:SI(H;)—>SI(H")
bzw.

i1 dy: SI (Hy) »SI(H") eine bestimende Abbildung ist. Da auch
¢: Sl (Hy) »SI (Hy) ei ne besti mrende Abbi | dung und wegen
SI(H")=SI(H) bzw. SI(H,")=SI(Hy) ¢=idyopoid;~1 ist, i st
¢:SI (H")—>SI(H") eine bestimende Abbildung. = H;" und H"
sind nach Satz A2.5.7 aquivalent. = A(H")=A(H").

Betrachte nun [Hy']:=o(Sy') und [H']l:=0(Sy"). = [H']=
[Vt1, ne ] H, k<[ 11, nv] und [Ho"1=[1i2, m]-[H n] [ 1p2 m]=
[Teo mlxIH k]« 1p2 ], da s™ bzw. o¢(s™) das Subzentrum von Hy
bzw. H, ;, ist und somit [Hy (J=[Hy p] ist. Sy bzw Sp" ist
i dentisch zur letzten Spalte von S;" bzw. Sy". = A(Hy' )=A(H")
bzw. A(Hy")=A(Hy"). = A(Hy')=A(H")=A(H")=A(Hy"). Da sowohl
s* als auch ¢(s*) mindestens eine Ausgang besitzt, Sy’ bzw. Sp"
i dentisch zur letzten Spalte von S$;" bzw Sy" ist und H;" und
H" aquivalent sind, ist in beiden Netzwerken der [ndex des
ersten aulleren Ausgangs, zu dem eine Kante von einen inneren
Ausgang fihrt, derselbe. Dies gilt dann aber auch fidr die
Net zwerke Hy' und Hy". = [l¢1 no]1=[1t2 m], [lb1,n]=[1p2,m] und
[Ho' ]=[Hy"] nach Satz A2.7.9. = Sp' =Sp".

Sei [Hi']:=0(S;") und [Hy']:=w(Sy'), dann sind wegen Sp' «Sy' =5;"
und S,' Sy’ =Sy' oSy =S," die Produkte H;' eHy' =H;" und H,' «Hy"=H,"
definiert und  ¢: Sl (Hy' eHy' ) &SI (Hy' «Hy") ei ne  bestimende
Abbi | dung. Hy' und Hy" sind aquival ent und ¢ bildet das einzige
Subzentrum s* von Hy' auf das einzige Subzentrum o(s*) von Hy"

ab. = Die Restriktion von ¢ auf SI(HO'):{S*} ist nach Satz
A2.5.13 (b) eine Dbestimende Abbildung von SI(Hy') nach

SI(Hy"). Wegen |Hy' |1 sind damt die Voraussetzungen von Satz
A2.5.27 erfuallt und somt die Restriktion von ¢ auf SI(H;')
eine bestimende Abbildung von SI(H') nach SI(H'). =
[Hi']1=[Hy'] nach Satz A2.5.7. = o(S;')=[H']=[H']=0(Sy").

g.e.d.

Da die Vorgehensweise im Beweis zu obigem Satz auch
charakteristisch fur einen weiteren Satz ist, sollen die
wesent|ichen Schritte und Voraussetzungen daraus noch einmal
her vor gehoben wer den.

(1) D e Reprasentanten einer sequentiellen Darstellung kdnnen
so gewahlt werden, daB ein Subzentrum einen Faktor bzw.
ein einfaches Netzwerk mt Subzentrum daraus eindeutig
identifiziert.

(2) Da die Werte der beiden sequentiellen Darstellungen S; und
S, gleich sind, existiert eine bestinmende Abbildung o,
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di e die Subzentren der zugehorigen Reprasentanten bijektiv
ei nander zuordnet.

(3) In beiden sequentiellen Darstellungen S; und S, existiert

ein Subzentrum s* bzw. ¢(s”) das kein anderes Subzentrum
al s Nachfol ger besitzt.

(4) Die zu s* bzw. ¢(s”) gehorenden einfachen Netzwerke mit
Subzentrum kdénnen mttels Kirzungen und Vertauschungen an
das rechte Ende der jeweiligen sequentiellen Darstellung

ver schoben werden, wobei @ in jedem Schritt al s
besti mende Abbil dung bestehen bl ei bt.

(5) Die so neu entstandenen sequentiellen Darstellung S;" und
Sy" konnen so zerlegt werden, dal3 die beiden rechten Enden
i dentisch und di e beiden |inken Enden aquival ent sind.

In Schritt (4) ist dabei unbedingt zu beachten, dalR zwar ¢ als
besti mrende Abbildung erhalten bleibt, sich der zugehérige
ei ngeschr ankt bewer t ungser hal t ende | sonor phi snmus i m
al | genei nen aber andert, da sich die &auferen Ausgange der
zugehori gen Netzwerke andern. Dies war mit ein wchtiger Gund
besti mrende Abbil dungen ei nzuf Uhren, da an dieser Stelle nicht
mt |sonorphi snmen gearbeitet werden kann.

Di e Di skussion abschlieRend, sei zu obigem Satz noch benerkt,
daB G Hotz in [HOT72] bzw [HOT74] eine Beweisskizze fur
ei nen &ahnlichen Satz Uber geonetrisch, topologische Netzwerke
gab. Die in obigem Beweis wesentliche |Idee, einen Faktor durch
Vertauschungen bzw.  Kirzungen an das rechte Ende einer
sequentiellen Darstellung zu Uberfihren und dann abzuspalten

wurde di eser Beweisskizze entnomen. G Hotz gab aber keine
mat hemat i sch konkret e Definitionen far sequentielle
Dar st el | ungen oder Vertauschungen. Auch geht aus seiner
Bewei sskizze nicht hervor, dall an einigen Stellen statt
ei ngeschrankt bewertungserhal tender |sonorphisnen bestimende
Abbi | dungen verwendet werden niissen. Diese Annerkungen sollen
jedoch nicht als Kritik an der grofRartigen Pionierleistung von
G Hotz verstanden werden. Vielnehr soll dies deutlich machen,
warum di e von Hotz vorgestellte Bewei sskizze nicht einfach far

den als nachstes zu beweisenden Satz, dber «-vollkonmene
Monopol yi de, veral |l genei nert werden konnte.

Werden nun als erzeugende Elenente, statt einfacher Netzwerke
ohne Schl aufen, auch solche mt Schlaufen und einfache
Interinmknoten zugel assen, so |liegt auch weiterhin ein
vol | konmenes Monopolyid vor. Dies kann sofort und ohne
Schwi eri gkeiten nachvollzogen werden, da die im Beweis zu
obigem Satz verwendeten Satze diese Falle bereits mt
ber ticksi chti gen.

Anders verhalt es sich, wenn wie im Fall N'::N$LN¢P auch

Pernmut ati onen als erzeugende Elenente zugelassen sind. Dal
dann kein voll kormmenes Mnopolyid nehr vorliegen kann wirde
bereits mt Satz A2.4.7 gezeigt.
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5.8 Al pha-vol | konmene Unt er nonopol yi de

In di esem Abschnitt soll nun auf &hnliche Art und Wise, we
imletzten Satz des im vorherigen Abschnitts, bew esen werden

dal das von N':=N$LN$P erzeugte Unternonopolyid ein o-

vol | konmenes Monopolyid ist. DalR dabei kein voll komrenes
Monopol yid nehr vorliegen kann, wurde bereits mt Satz A2.4.7
gezei gt.

We bereits erwdhnt, kann sofort nachvollzogen werden, dafl}
statt einfacher Netzwerke ohne Schlaufen auch solche mt
Schl aufen und einfache Interinknoten als erzeugende Elenente
zugel assen werden konnen, ohne dall irgend welche Problene
auftreten. Anders verhalt es sich, wenn we im Fall

—NTLN$D auch Permutationen als erzeugende Elenente

zugelassen sind. Es ergibt sich dann die Schw erigkeit, dal3
sich in einer sequentiellen Darstellung zw schen zwei Faktoren
di e Subzentren oder Interinknoten beinhalten auch noch sol che
befi nden koénnen die aus fast |eeren Netzwerken bestehen. Es
ist also unter anderem ein Verfahren notwendig, mt dem es
moglich ist, innerhalb einer sequentiellen Darstellung zwei
nebenei nander stehende einfache Netzwerke mt Subzentrum in
I hren Positionen zu vertauschen, auch wenn sich zw schen
bei den Faktoren noch ein fast |eeres Netzwerk [H befindet.
Wenn nachfol gend ein solches Verfahren erarbeitet wird, wrd
zunachst angenonmmen, dall es sich bei [H um eine Pernutation
handelt. In den weiteren Schritten werden fur [H dann auch
Ver zwei gungen und Verjungungen und schliel3lich auch freie,
aulBere Ein- und Ausgange zugel assen.

Un den Beweis zum nachsten Satz etwas zu vereinfachen, sei
fol gende Sprechwei se definiert:

Definition A2.8.1:

Itl It2

Ist S=|H, H,|eSEQ(N') eine sequentielle Darstellung, dann wird

Ibl Ib2
eine Kante (e,a) aus [H;] als von [H;] ausgehend bezeichnet,
wenn ein aulerer Ausgang a; von [H;] existiert, so dall (aj,e)
eine virtuelle Kante von [H;] nach [Hy] ist. Analog hei 3t eine
Kante (e,a) aus [H;] zu [Hy] fihrend, wenn ein &aulBerer Eingang
e, von [Hy] existiert, so daR (a,ey) eine virtuelle Kante von
[Hi] nach [Hy] ist.
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Satz A2.8. 3:

ltl O |t2
Ist S=|H, P H,|eSEQN') eine sequentielle Darstellung, wobei
Ibl O Ib2

[Pl eine Pernmutation ist und es keine Kante (e,a) von [P]
gi bt, die sowohl von [H;] ausgeht, als auch zu [H)] fudhrt, so
existieren ldentitaten [l{5'], [lp2'], [l¢3'], [lp3'] und

Per mut at i onen [P1'] und [Py ] derart, dafid
0 I, I O

S =R H, H, PR'|eSEQN) und S durch Er wei t er ungen,
0 I, Il O

Kdrzungen, Zerl egungen, Verschnel zungen, Vertauschungen und
Uber br ickungen in S dberfdhrbar ist.

Bewei s:

Je nach dem ob [P] eine ldentitat ist oder nicht, fallt der
Bewei s ei nfach oder konpliziert aus.

a) Angenonmen |[P] ist eine ldentitat, so kann S durch

Klr zungen und Er wei t er ungen uber f thrt wer den in
o I, I, O

S':=|R'" H H, B'|eSEQN'), wobei [P;'] bzw. [Py,'] die
o I, I, O

links- bzw. rechtsseitige Ildentitat von [Il¢{1]x[H]x[!p1]
bzw. [l¢2] x[Ho] x[1p2] ist. Nach Voraussetzung gi bt es keine

virtuelle Verbi ndungskante (aq,ep;) mt aj;eA(H;) und

e,eE(Hy), womt die Voraussetzungen von Satz A2.6.1

erfullt sind und damt ldentitaten [1;1'],[lp1'].[lt2'] und
ltl |t2 ltlI |t2I

[1p2'] derart existieren, dal das Paar (|H, H,|, |H, H,|)

Ib1 Ib2 Ib1 Ib2

ei ne Vertauschung aus py(N') ist. Durch diese Vertauschung
0 1, I O

ist S' dberfuhrbar in S:=R" H, H, P/’
0 I, Is O

b) Angenonmen [P] ist keine ldentitat, so ist es das Ziel S
durch Er wei t er ungen, Kir zungen, Zer | egungen,
Ver schnmel zungen, Vertauschungen und Uber br iickungen in eine
sequentielle Darstellung S" zu Uberfihren, so dal sich w e
imFall a) zw schen der Spalte mt [H;] und der Spalte mt
[H] lediglich eine ldentitéat befindet. Dann kann wie im
Fall a) durch eine Kirzung und Vertauschung das gewinschte
Er gebni s herbei gef thrt werden.
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Bei der Uberfihrung von Sin S" wird prinzipiell wie fol gt
vor gegangen:

S i st durch ei ne Er wei t erung Uber f Ghr bar in
l, 0 O I,

Si:=|H, P I H,|eSEQN ), wobei [I] die ldentitat ist,
l, 0 O I,

die durch den Typenausgangsvektor von [P] definiert ist.
Ist [P'] eine erweitert vorwarts- oder ruckwartszyklische
Permutation derart, dalB [P]eP'] definiert und [I]=
[P']¢[P']-1 ist, so S; kann durch eine Zerlegung uberf thrt

l, 0 0 0 I,

werden in Sy =/H, P P" P?" H,|eSEQN ). AnschlieBend
l, 0 0 O I,

kann S, durch eine Verschnelzung Uuberfdhrt werden in

l, 0 0 1,
Syi=|H, P P H,|eSEQN ), wobei [P ]:=[P]«[P'] ist.
ly 0 0 Iy

Sei [I+""] bzw. [Ip""] bzw. [P"']:=[(N v,1t)] die nach Satz
und Definition A2.4.23 eindeutig bestimte obere bzw
untere | denti t at bzw. ruckwartszykli sche
(vorwartszyklische) Pernmutation von [P']-1.

Angenommen [P'] und danit [P']-1 ist so definiert, daR es
zu jedem auBReren Engang e von [H)] eine virtuelle
Ver bi ndungskante (a,e) von einem aulleren Ausgang a von
[P""] mt v(a)#A(N]| (v(a)#l) gibt, so existieren nach
Satz A2.6.5 ldentitaten [l;3] wund [lp3], sowie eine
erweitert rackwart szykl i sche (vorwartszykli sche)

o I, l, O
Permutation [Pg] derart, daR das Paar (|P™" H,|,|H, PJ)

0 Iy, l, O
ei ne Uber brickung aus pg(N') ist. Damt kann Sz Uberfihrt

werden in
l, 0 I, O

S4:=|H, P H, P,|eSEQN).
l, O I O

Angenommen [P'] und danit [P']-1 ist so definiert, daR es
von [P']-1=[1{"" 1« P"" ]«[1p""]1 nach [lio2]x[Ho]x[1po] keine
virtuell e Verbindungskante (a,e) mt aeA(H;) und ecE(H)
gi bt, SO existieren nach Satz A2.6.1 ldentitaten
[1t3]. [Ip3l . [1ta]l und [lps]  derart, daB das Paar

ni
It |t2 It3 |t4

(|P" H,|,|H, P"|) eine Vertauschung aus pyN ) ist.
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Itl O lt"I It2
Damt kann Sz durch eine Zerlegung in S3':=/H, P P'" H,|e

ly O 1,7 1y
SEQ(N') wund anschlielRend durch obige Vertauschung in

Itl 0 It3 It4
S3":=|H, P H, P"|eSEQIN') Uberfihrt werden. Definiert

Ibl 0 Ib3 Ib4

man  [P3]:=[1{4] [P ]x[lps], so kann S3" durch eine
Ver schnel zung wi eder um Uber f Ghrt wer den in
l, O I; O
Sg:=|H, P H, P, |eSEQN).
l, O I; O

Anal og kann man rechts neben [H;] durch Erweiterung eine
Spalte mt einer ldentitat einfigen und diese in eine
erweitert vorwart szykl i sche (riackwartszyklische)
Permutation und ihr Inverses zerlegen ([I]=[P']-1[P"]).
Wrd [P'] bzw. [P']-1 dabei so gewahlt, daR die
Vor ausset zungen von Satz A2.6.7 bzw. Satz A2.6.1 erfullt
si nd, so kann der Fakt or m t [P']-1 durch eine
Uber br ickung bzw. Vertauschung rechts von [H;] entfernt
werden. Durch geeignete Verschnel zungen gel angt man dann
Zu einer sequenti el l en Darstellung von der Form

o I, 0 I," O

Ss:=|P, H, B, H, P,|eSEQIN ), wobei [P4], [Ps] und [Pg]
o I,” 0 1," O

Per mut at i onen si nd.

Das Ziel ist es also, bei der Zerlegung der durch
Erwei terung eingefligten Identitaten in erweitert vorwarts-
bzw. ruckwartszyklische Permutationen diese so zu wahl en,
dal stets Satz A2.6.1, Satz A2.6.5 oder Satz A2.6.7
angewandt werden kann, um [P']-1 durch Vertauschung oder
Uber br ickung nach |inks bzw. rechts zu verschieben. Wrd
aullerdem dar auf geachtet, dalR ab ei nem gew ssen Zeit punkt
[P'] imer so gewahlt wrd, dall bei der Verschnel zung
[Ple[P'] bzw. [P']¢P] eine Permutation entsteht, die

m ndestens eine Kante (e,a) mt vu(e)=v(a) weniger besitzt
als [P], so kann man durch w ederholtes Anwenden obi ger
Verfahrensschritte erreichen, dall die sich zw schen [H]
und [Hy] befindende Pernutation zur Ildentitat wrd und
durch eine Kirzung entfernt werden kann. (Vgl. Bild A2.31
unten.)

Un den Beweis zu diesem Satz nun abschlielRen zu konnen
genugt es also zu zeigen, dalR die einzufigenden
Permut ati onen gerade so gewahlt werden koénnen, dalR sie
obi ge Bedi ngungen erfillen. Dies soll anschaulich anhand
von Bild A2.31 beschrieben werden, wobei in drei Etappen
vor gegangen wi rd. Nach der gegebenen Voraussetzung gi bt es
kei ne von [H;] ausgehende Kante, die zu [H,] fuhrt.
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In einem ersten Schritt werden die von [H;] ausgehenden
Kanten so sortiert, dal3 die von i-ten &aul3eren Ausgang von
[Hi] ogerade zum i-ten A&uleren Ausgang von [P] fuhrt.
Durchl aufe dazu die &aufBBeren Ausgange von [H;] der Reihe
nach und prife, ob die davon ausgehende Kante (a,e) zu
ei nem aulleren Ausgang von [P] mt densel ben Index fihrt.
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Bild A2.31: Eine Skizze zu Beweis von Satz A2.8.3, die das
Eli mi ni eren von Pernutationen zw schen zwei einfachen
Net zwer ken zei gt .

Angenonmen dies ist nicht der Fall und i bzw. | der Index
des auleren Ausgangs von [H;] bzw. [P]. Dann sei [P'] die
durch den Typenausgangsvekt or von [ P] ei ndeuti g
definierte, erweitert vorwartszyklische Pernutation, mt
einer Kante von j-ten &aufleren Ei ngang zum i-ten &ul3eren
Ausgang. (\Vgl. Bild A2.33.)

Damt ist sicher gestellt, dall im Falle der Ersetzung von
[P] durch [P]e[P'] die erste bis i-te von [H;] ausgehende
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Kante zum ersten bzw. i-ten &aul3eren Ausgang von [P]e P"]
fuhrt. Da es nach Voraussetzung keine von [H;] ausgehende
Kante gibt, die zu [Hy] fuhrt, liegt der j-te a&aulere

Ausgang von [P] entweder ober- oder unterhalb aller
aulReren Ausgéange von [P], von denen es eine virtuelle
Kante zu einem &auleren Eingang von [H,] gibt. (Vvgl. Bild
A2.33.) Dami t erfullt [P']-1 al's erweiterte

r uckwart szykl i sche Per mut ati on ent weder di e
Vor ausset zungen fur Satz A2.6.1 oder von Satz A2.6.5, so
daB [P']-1 wie oben beschrieben entweder durch eine
Vertauschung oder Uberbrickung nach |inks verschoben
wer den kann.
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Bild A2.33: Eine Skizze zu Beweis von Satz A2.8.3, die das
geei gnete Zerl egen von ldentitaten zeigt.

Sind die von [H;] ausgehenden Kanten so sortiert, dal3 die
vom i-ten &aulleren Ausgang von [H;] ausgehende Kante gerade
zum i-ten &auleren Ausgang von [P] fdhrt, so konnen auf
ahnliche Art und Wise zusatzlich die von [P] zu [H]
f ihrenden Kanten so sortiert werden, dalR die vom | etzten
aulBeren Eingang von [P] ausgehende Kante zum |etzten
auleren Eingang von [Hy] fdhrt; die vomvorletzten &aulleren
Ei ngang von [P] ausgehende Kante zum vorletzten A&aulleren
Ei ngang von [Hy] fahrt; usw. Dazu missen lediglich die von
[Pl zu [Hy] fuhrenden Kanten in entsprechender Rei henfol ge
Uber pr of t werden und Dbei Ni cht Uberei nsti nmung der
Rei henfol ge entsprechend obig beschriebenem Verfahren
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vertauscht werden, wobei die Ildentitat zw schen [H;] und
[ P] eingeschoben wi rd.

Sind die von [H;] ausgehenden bzw. zu [H,] fuhrenden
Kant en ent sprechend eben beschri ebenem Verfahren sortiert,
(vgl. Bild A2.31 Mtte,) so kann [P] wie folgt in eine
| denti t &t uber f thrt wer den. Durchlaufe die auleren
Ei ngange von [P] der Reihe nach und prife ob beide Knoten

der davon ausgehenden Kante (a,e) denselben |ndex
besitzen. Ist dies nicht der Fall, so kann es sich bei
(a,e) weder um eine von [H;] ausgehende noch um eine zu
[H] flhrende Kante handeln. (Vgl. Bild A2.31 Mtte.)
Damit kann, we oben bereits schon einmal beschrieben,
rechts neben [P] eine vorwdrtszyklische Pernutation [P"]
(und ihr Inverses) eingefigt werden, so dal3 i m Produkt [P]
fP'] in der von a ausgehenden Kante beide Knoten
densel ben | ndex besitzen.

Zum Schl ul3 sei noch angenerkt, dall es bei dem angegebenen
Verfahren wunbedingt notwendig ist, beim Sortieren der

Kanten von [P], in der angegebenen Rei henfol ge vorzugehen,
da nur so uber die obere bzw untere ldentitat der
ei nzuf igenden erweiterten vorwart s- oder

ruckwartszykli schen Pernutation sicher gestellt ist, dal
nachf ol gende Transformationen die bereits hergestellte
Ordnung ni cht w eder zersto6ren.

g.e.d.

Satz A2.8.5:

Itl O It2
Ist SS|H, H H,|eSEQ N ) eine sequentielle Darstellung, wobei
Ibl 0 Ib2
[H ein fast Ileeres Netzwerk ohne freie &uRere Ein- oder
Ausgange ist und es gibt keine Kante (e,a) von [H], die sowohl
von [H;] ausgeht, als auch zu [H)] fuhrt, so existieren
Identitaten [l¢1'], [lp1'], [lt2'], [lp2'], fast | eere Netzwerke
[Hi'] wund [HY] und eine Pernutation [P'] derart, dal
o I, 0 1, O
S =H' H P H, H,|eSEQN) und S durch Erweiterungen,
o I, 0 I, O
Kdrzungen, Zerl egungen, Verschnel zungen, Vertauschungen und
Uber br ickungen in S dberfdhrbar ist.
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Bewei s:

S kann durch je eine einfache Links- und Rechtserweiterung
ol, 01, O

uberfihrt werden in S;:=|I;, H H H, I,|eSEQ(N ), wobei [I]
ol, 01, O

und [Io] entsprechende ldentitéaten sind. Angenonmen [H] besitzt

kei ne Verj dngungen oder Verzweigungen, so kann S' =S; definiert
wer den.

Angenomren [H] besitzt m ndestens eine Verzweigung e von der m
Kanten ausgehen. Da [H keine Subzentren und |Interinknoten
besitzt, nmu3 e ein aulerer Eingang von [H sein. Der |Index von
e sei gleich k. Unterscheide nun die beiden Falle, dal3
ent weder eine oder keine virtuelle Verbindungskante (aj,e) mt
ajeA(H;) existiert.

Angenonmen es gi bt keine virtuelle Verbindungskante (aq,e) mt
ajeA(Hy). Sei [I¢'] bzw. [l ] die durch die auBeren Ei ngange
von [H mt einem Index Kkleiner bzw groBer k eindeutig
definierte Identitat. Weiter sei [H] die durch den Typen von
e eindeutig definierte einfache Verzweigung mt m &ulleren
Ausgangen und [H'] das Netzwerk, das aus [H hervorgeht, wenn
e durch m &ulRere Eingadnge mt densel ben Typ wie e ersetzt wrd
und j eder dieser neuen &ulReren Ei ngange durch genau eine Kante
mt einem aulleren Ausgang a verbunden wrd, der in [H durch

eine Kante mit e verbunden war, dann ist E(H')=A(l;' xH ")

und [H =([l1¢' 1«[H]Ix[1p' ])e[H]. (Vgl. Bild A2.35 oben.) Danmit

kann S dur ch ei ne Zer | egung tber f Ghrt wer den in
ol, I, 0 I, O

Sp:={l;, H H H" H, I,|. So wie e gewahlt wurde, gibt es von
O I, I," 0 I, O

l ¢ 1xHyxlypp nach I{'xH «l " keine virtuelle Verbindungskante

(aj,e') mt aj;eA(H;) und e eE(H ). Damt existieren nach Satz

A2.6.1 ldentitaten [l¢1"],[Ip1"],[1t2"] und [Iyo"] derart, dal

Itl ItI ltl |t2
das Paar (|H, H'|,|H H;|) eine Vertauschung aus py(N ) ist.
Ibl Ibl |b1" |b2"
o I, I, o 1, O
Damt kann S, uberfuhrt werden in Sg:=|l, H H, H" H, I,].
0 Iy" lp" 0 1, O

Definiert man [Hg"]:=[l1o]e([1t1"]1-[HIx[1p1"]), so wird aus Sj
0O I, 0 1," O

durch eine Verschnel zung S4:=|H,"” H, H" H, 1,]|eSEQN ), wobei
0O I," 0 I," O

weder [H'] noch [H"] Subzentren, Interinknoten oder freie Ein-
oder Ausgange besitzen und [H'] genau ei ne Verzwei gung weni ger
hat als [H].



196

Di eses Verfahren kann nun sol ange angewandt werden, bis [H']
kei ne Verzwei gungen nehr besitzt, zu denen es keine virtuelle
Ver bi ndungskant e von ei nem auf3eren Ausgang von [H;] gibt.

Bevor die Verzweigungen entfernt werden konnen, fir die dies
nicht gilt, sind als nachstes die Verjingungen a zu entfernen,
von denen keine virtuelle Verbindungskante (a,ey) ausgeht mt

eo,cE(Hy). Dazu kann anal og wi e eben vorgegangen werden, (vgl
Bild A2.37 oben), wobei S, durch Zerlegungen, Vertauschungen
und Ver schnel zungen uberfihrt wird in

0 1," 0 I, 0
Sei=|H," H, H" H, H,"|eSEQN).
0 I, 0 1, O

In den beiden nachsten Etappen sollen nun die restlichen
Ver zwei gungen und Verj ungungen von [H''] abgespal ten werden.

> >
> b > > > i€
> >
> > >
> >
> > ™ >
> > = >y >
> > > > > >
> >
> >
» , > > a«ggzg,,
> > > >
> > >
> >
> > = > > >
> >
> >
> >

Bild A2.35: Zwei Miglichkeiten fir das Abspalten einer einfachen
Ver zwei gung.

Syntax und Semanti k viseller Datenflusssprachen, Josef Hubl, ww. sss. de



197

» »
> > > >
> > >
> »
> » > >
e o N o
» »

> > >
» >
» > »

> >
»> > >
» _ »

> = : >
» > >
> > >

> >
> >
» *>

’
¢ > > > >

Bild A2.37: Zwei Miglichkeiten fir das Abspalten einer einfachen
Ver j Gingung.
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Bild A2.39: Zwei Miglichkeiten fir das Abspalten eines einfachen
(&uBeren) Ei ngangs.
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Bild A2.41: Zwei Miglichkeiten fir das Abspalten eines einfachen
(&uleren) Ausgangs.

Angenonmen e ist eine Verzweigung von [H''] und es existiert

eine virtuelle Verbindungskante (aq,e) mt a;eA(H;), dann
exi stiert nach Voraussetzung zu keiner von e ausgehenden Kante
(e,a) eine virtuelle Verbindungskante (a,e;) mt eyeE(H).
Danmit kann es sich bei a um keine Verjungung von [H'']
handel n, da derartige Verjungungen bereits entfernt wirden.
Damit koénnen, wie in der ersten Etappe vom Beweis zu Satz
A2.8.3, die auleren Ausgédnge von [H''], zu denen eine Kante
von e fuodhrt, wunter Verwendung erweiterter, vorwarts- und
ruckwartszyklischer Pernutation so sortiert werden, daB sie
nebenei nander und vor den anderen aulleren Ausgangen |iegen.
(Vgl. Bild A2.35 unten.) O B.d.A kann al so angenonmen werden

dalR die gegebene sequentielle Darstellung bereits Mttels
Er wei t er ungen, Kir zungen, Zer | egungen, Ver schnel zungen,
Ver t auschungen und Uberbriickungen Uberfihrt wirde in eine

o I, 01, O

sequentielle Darstellung Sg:=/H; H,L H H, H,| so, daR die
o I, 01, O

auleren Ausgange von [H] geeignet sortiert sind.

Sei nun [I,'] die durch die Typen der auferen Ausgange von [H],
zu denen keine Kante von e fuhrt, eindeutig definierte
ldentitat und [H] die durch den Typen von e und die Anzahl m
der von e ausgehenden Kanten eindeutig bestinme einfache
Ver zwei gung. Weiter sei [H'] das Netzwerk, das aus [H
hervorgeht, wenn alle &uferen Ausgédnge, zu denen eine Kante
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von e fihrt, bis auf eine entfernt werden. Dann ist A(H')=

E(O«H xl ') und [H=[H]e([0]x[H]1x[I,]). (Vvgl. Bild A2. 35

unten.) Damt kann Sg durch eine Zerlegung uUberfuhrt werden in
o ltl, 0 o0 1, O

Sg:=|H;, H, H*" H H, H,|. So wie e gewahlt wurde, gibt es von
o I, O I, 1, O

OxH «I ' nach 1{,xHoxl o keine virtuelle Verbindungskante (a',e")

mt a eA(H) und epyeE(Hy). Damt existieren nach Satz A2.6.1
Identitaten [1¢1"], [lp1"], [l¢2"] und [I,o"] derart, dall das

n n
O It2 Itl It2

Paar (|H H,|,|H, H'|) eine Vertauschung aus py(N') ist. Damt

IbI Ib2 IblII Ib2
0O Iy O 1," I, O

kann Sg Uberfuhrt werden in S;:=/H; H, H'" H, H H,|
0O I, O I," I,"” O

Definiert man [H'']1:=([l¢{2"]x[H]1x[1p2"])e[Hs, so wird aus Sy
o I, O I, O

durch eine Verschnel zung Sg:=|H, H, H" H, H"|eSEQ N ), wobei
oI, O I, O

weder [H'] noch [H''] Subzentren, Interinknoten oder freie
Ei n- oder Ausgange besitzen und [H'] genau eine Verzweigung
weni ger hat als [H].

Di eses Verfahren kann nun sol ange angewandt werden bis [H']
(auch) keine Verzweigungen nehr besitzt, zu denen es eine
virtuel |l e Verbi ndungskante von einem aufleren Ausgang von [ H]
gi bt.

Mt einem analogen Verfahren (vgl. Bild A2.37 unten) konnen
alle noch vorhandenen Verjingungen von [H'] nach rechts
ver schoben werden, so dalR [H'] dann keine Verzwei gungen und
Ver j ungungen nehr besitzt. Da [H'] dann auch kei ne Subzentren,
Interimknoten oder freie &ulRere Ein- und Ausgange besitzt,
handelt es sich bei [H'] schliel3lich umeine Permnutation.

g.e.d.
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Bild A2.43: Eine Skizze zu Bewis von Satz A2.8.7, die das
Entfernen freier &uBerer Ein- und Ausgénge zeigt.
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Satz A2.8.7:

ltl 0 It2
Ist SS|H, H H,|eSEQ N') eine sequentielle Darstellung, wobei
Ibl O Ib2

[H ein fast leeres Netzwerk ist, so existieren ldentitaten
[1¢1"1, [lp1'], [1¢2'], [lp2"] und fast leere Netzwerke [H;'],
[H'] und [H] derart, daB [H] keine freien aueren Ein- oder

o I, 0 I, O
Ausgange besitzt, S =H,' H, H H, H,|eSEQ(N ) wund S durch
0O I, 0 I, O

Er wei t er ungen, Kur zungen, Zerl egungen, Verschnel zungen und
Vertauschungen in S dberfuhrbar ist. (Vgl. Bild A2.43.)

Bewei s:

S kann durch je eine einfache Links- und Rechtserweiterung
ol, 0 1, O

uberfihrt werden in S;:=|I;, HL H H, I,|eSEQ(N ), wobei [I]
oOl, 01, O

und [I,] entsprechende |dentitaten sind. Angenonmen [H] besitzt
keine freien &uleren E n- oder Ausgadnge, so kann S =S;
definiert werden.
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Angenonmen [H] besitzt m ndestens einen freien aufleren Ei ngang
e. Sei [l{'] die durch den Typenausgangsvektor von [H]
ei ndeutig definierte Identitat und [H] der durch den Typen von
e eindeutig definierte einfache Eingang. Witer sei [H'], das
Net zwer k, das aus [H entsteht, wenn ein auflerer Ausgang a mt
densel ben Typen wie e und die Kante (e,a) hinzugefigt wrd.

Dann ist A(H')=E(l{' xHx0) und [H =[H]e([I"]1[H]x[0]). (Vgl.
Bild A2.39 oben.) Damt kann S; durch eine Zerlegung uberfihrt

o Il, O I" 1, O
werden in Sy:=(I, H H'" H, H, I|,|eSEQ(N"). Natdrlich gibt es
otl, 0 0 I, O

keine virtuelle Verbindungskante (a',e') von I;'xHsx0 nach

[ {oxHpxl pp Mt a' eA(He) und e' eE(H,). Dami t exi stieren
Identitaten [I¢1"],[1p1"].[1¢2"] und [Iy5"] derart, dall das Paar

ltI It2 Itl" |t2"
(|H, H,|,|H, H.|) eine Vertauschung aus pyN ) ist. Damt
0 |b2 |b1" |b2"
o1, O I," 1, O
kann S,  Uberfuhrt werden in  Sgi=|l;, H,Z H" H, H, I,].
0O I, O 1," I," O
Definiert man [H'']:=([1{2"]x[He] x[Ip2"])e[l2], so wird aus Sj
o1, 0 I, O
durch eine Verschnel zung Sy:=|I;, H, H" H, H"|eSEQ N ), wobei
O Il, O I,” O

weder [H'] noch [H''] Subzentren oder Interinknoten besitzen
und [H'] genau einen freien &uleren Ei ngang weniger besitzt

als [H.

Di eses Verfahren kann nun sol ange angewandt werden bis [H']
kei nen freien &aulleren Ei ngang nehr besitzt. Mt ei nem anal ogen
Verfahren koénnen alle auleren Ausgange von [H'] nach [|inks
ver schoben werden, so dall [H'] dann keine freien aul3eren Ein-
oder Ausgange nehr besitzt.

g.e.d.

Die drei vorausgegangenen Verfahren werden nun zu einem
zusamengef al3t .

Satz A2.8.9:

ltl 0 It2
Ist SS|H, H H,|eSEQ N') eine sequentielle Darstellung, wobei
Ibl O Ib2

[H ein Netzwerk ohne Subzentren und Interinknoten ist und
gi bt es keine Kante (e,a) von [H, die sowohl von [H;] ausgeht,
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als auch zu [Hy] fuhrt, so existieren ldentitaten [l{5'],
[1p2'], [l¢t3'], [Ip3'] und fast leere Netzwerke [H3'] und [Hy']

0 1, I3 O

derart, dal S =|H; H, H, H, |eSEQN) und S durch
0 I, Ils O
Er wei t er ungen, Kir zungen, Zer | egungen, Ver schnel zungen,

Ver t auschungen und Uber br ickungen in S Uberf Ghrbar ist.
Bewei s:

Nach Satz A2.8.7 existieren ldentitaten [I:2"], [lIp2"], [1¢3"],
[1p3"] und fast leere Netzwerke [H3"], [Hz"] und [H] derart,
daB [H'] keine freien &ulleren Ein- oder Ausgange besitzt,

o I, 0 1," O
S"=|H," H, H" H, H,"|eSEQQN') und S durch Erweiterungen
o Iy," 0 I, O

Kir zungen, Zerl egungen, Verschnel zungen und Vertauschungen in
S" Uberfuhrbar ist. Dabei gilt weiterhin die Bedi hgung:

(*) Es gibt keine Kante (e,a) von [H, die sowohl von [H]
ausgeht, als auch zu [Hy] fuhrt.

Nach Satz A2.8.5 existieren damt Identitaten [I:1""], [lp1"'],
[1¢2"" ], [1pp""], fast leere Netzwerke [Hg"'] und [Hs"'] und
eine Pernutation [P] derart, dal

0O 0 I, 01, 0 O

S'"'"=|H," H" H, P H, H,” H," eSEQN) und S’ dur ch
0 o I1,” 0 I," O 0
Er wei t er ungen, Kir zungen, Zer | egungen, Ver schnel zungen,

Ver t auschungen und Uber br ickungen in S Uberf Ghrbar ist.

Da auch fiar [P] weiterhin die Bedingung (*) gilt, existieren
nach Satz A2.8.3 ldentitéaten [l ], [Ip2'], [l¢t3'], [lp3' ] und
Per mut ati onen [P1'] und [Py ] derart, dafd

O 0 0 1, 1, 0 0 O
S =|H," H, R' H, H, P’ H,™ H,"|eSEQQN') und S durch
0 0 0 I, I, 0 0 0O

Er wei t er ungen, Klr zungen, Zer | egungen, Ver schnel zungen,
Vert auschungen und Uber brickungen in S Uberf dhrbar ist.

Definiert man nun [Ha' ] :=[Hg"]e[H3" " ]e[Py'] und [Hy']:=
0 1, I O

[Py Je[Hs" " 1e[Hs"], so ist S:=/H; H, H H,|eSEQN ) und S"'
0O I, Is O

durch zwei Verschnel zungen uberfihrbar in S . Nach [HUB95]

Satz A2.4.8 (c) ist damt S durch Erweiterungen, Kirzungen,

Zer | egungen, Ver schnel zungen, Ver t auschungen und

Uber briickungen in S  dberfuhrbar, wobei [Hg'] und [Hy']

Net zwer ke  si nd, die weder Subzentren noch Interinknoten
bei nhal t en.
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g.e.d.

Da mt obigem Verfahren Faktoren in zwel ver schi edenen
sequentiellen Darstellungen nach rechts verschoben werden
konnen, benttigt man jetzt noch ein Kriterium mt dem die
rechten Seiten dieser neuen sequentiellen Darstellungen als
i dentisch erkannt werden konnen. Dabei ist zu beachten, dal3
rechts neben dem &uRersten Faktor mt Subzentrum oder
I nterinknot en noch ein Fakt or ohne Subzent rum und
Interinmknoten stehen kann. Durch geeignete Uberf(hrungen
kénnen fur diesen Faktor allerdings bestimte Ei genschaften
er zwungen wer den.

Satz A2.8. 11:

l, O
Ist S=|H, H|eSEQ'N' ) eine sequentielle Darstellung, wobei [H
l, O

ein fast leeres Netzwerk ist, so existieren ldentitaten [l{q"]
und [lp1'] und zwei Netzwerke [H,'] und [H] ohne Subzentren

und Interinmknoten derart, daB S durch Erweiterungen,

Zer | egungen, Verschnel zungen wund Vertauschungen dberf Ghrbar
o 1,7 O

ist in S:=/H, H, H|eSEQN ) und es zu jedem &auleren Ausgang
o I, O

von [H] eine nicht von [H] ausgehende Kante gibt. (Vgl. Bild
A2.45.)

Bewei s:

Es kann wie im Beweis von Satz A2.8.7 vorgegangen werden.
Durch eine einfache Linkserweiterung kann S uberfihrt werden

ol, O
in S;:={I H, H|eSEQN'), wobei [I] eine geeignete Identitat
ol, O

ist. Angenomen |[H besitzt einen A&aulReren Ausgang a, der
entweder ein freier auferer Ausgang ist oder dessen ei ngehende
Kanten alle von [H;] ausgehen. Sei [I{'] die durch den
Typenei ngangsvektor von [H eindeutig definierte Identitat und
[Hy] der durch den Typen von a eindeutig definierte einfache
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Bild A2.45: Eine Skizze zu Beweis von Satz A2.8.11, die das
Entfernen freier &uBerer Eingange zeigt.

Ausgang. Weiter sei [H'] das Netzwerk, das aus [H entsteht,
wenn ein aullerer Eingang e mt densel ben Typen wie a und die
Kante (e,a) hinzugefigt wird. Dann ist E(H')=A(l{'xH;x0) und
[H =([1{"]x[H]x[O])e[H']. (Vgl. Bild A2.41 unten.) Damt kann

ol, I, O
S; durch eine Zerlegung Uberfihrt werden in Sy:=|1 H;, H, H"|e
ol, 0 O

SEQCN'). Naturlich gibt es keine virtuelle Verbindungskante

(a',e') von l¢qxHixlp; nach 1" xHyxO mit a' eA(H;) und e' eE(H).

Damit existieren ldentitaten [1:1"],[lp1"],[1¢t2"] und [Ilp2"]
ltl ItI ItlII It2II

derart, daR das Paar (|H, H_,|,|H, H;|) eine Vertauschung aus

a

Ibl 0 IblII Ib2II
pv(N) I st. Dami t kann Sy uber f Ghrt wer den in
0o 1," 1," 0
Sg:=|I H, H, H"
0 I," I," O
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Definiert man [Hy"]1:=[1]e([l¢1"]x[Hlx[1p1"]), so wird aus Sj

0 I, O
durch eine Verschnel zung Sy:=|H,"” H;, H"|eSEQ'N ), wobei weder
0 1," O

[H"] noch [H'] Subzentren oder Interinknoten besitzen und [H']
genau ei nen &aulReren Ausgang nmehr besitzt als [H, zu dem eine
ni cht von [H;] ausgehende Kante flhrt.

Di eses Verfahren kann nun solange angewandt werden bis zu
j edem &auleren Ausgang eine Kante fiahrt, die nicht von [H]
ausgeht .

g.e.d.
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Bild A2.47: Eine Skizze zu Beweis von Satz A2.8.7, die das
Hi nzuf lgen geeigneter virtueller Verbi ndungskanten
zei gt.

Unter gew ssen Umstdanden, (die der nachfol gende Satz genauer
benennt), kann neben den freien &aufleren Ausgdngen auch ein
Teil der freien aul3eren Ei ngdnge von [H entfernt werden.
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Satz A2.8.7:
l, O

Ist S=|H, H|eSEQ'N' ) eine sequentielle Darstellung, wobei [H
l, O

ein fast leeres Netzwerk ist, so existieren ldentitaten [I;q']
und [lIpy'] und zwei fast leere Netzwerke [Hy'] und [H] derart,
dallR S durch Erweiterungen, Zerlegungen, Verschnelzungen und

o 1,7 O
Vertauschungen uberfidhrbar ist in S :=/H, H H'|eSEQN ),
o I, O

wobei zu jedem freien, &auf3eren Eingang von [H] eine virtuelle
Ver bi ndungskante von einem auferen Ausgang von [H;] fuhrt.
(Vgl. Bild A2.47.)

Bewei s:

Freie, &ulere Eingange von [H], zu denen es keine virtuelle
Ver bi ndungskante von einem &uf3eren Ausgang von [Hy] gibt,
kbnnen wie im Beweis von Satz A2.8.7 gezeigt, durch
Er wei t erungen, Zerl egungen, Verschnel zungen und Vertauschungen
auf die Seite links von [H;] gebracht werden.

g.e.d.
Satz A2.8.9:
l, O

Ist S=|H, H|eSEQ'N' ) eine sequentielle Darstellung, wobei [H
l, O

ein fast |eeres Netzwerk ist, so existieren ldentitaten [Iq']
und [Ipy'] und zwei fast leere Netzwerke [Hy'] und [H] derart,
dall S durch Erweiterungen, Zerlegungen, Verschnelzungen und

o 1,7 O
Vertauschungen uberfihrbar ist in S :=/H, H H'|eSEQN ),
o I, O

wobei zu jedem &aul3eren Eingang von [H ], der eine Verzweigung
ist, eine virtuelle Verbindungskante von ei nem auleren Ausgang
von [H] fuhrt. (Vgl. Bild A2.49.)

Bewei s:

AuRere Eingange von [H], die eine Verzweigung sind und zu
denen es keine virtuelle Verbindungskante von einem &ul3eren
Ausgang von [H;] gibt, kénnen wie imersten Teil vom Beweis zu
Satz A2.8.5 gezeigt, dur ch Er wei t er ungen, Zer | egungen,
Ver schnel zungen und Vertauschungen auf die Seite |links von [ H]
gebracht werden.
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Bild A2.49: Eine Skizze zu Bewis von Satz A2.8.9, die das
Ent f ernen von Ver zwei gungen zeigt.

Satz A2.8.11:

l, O
Sei S=|H;, H|eSEQN') eine sequentielle Darstellung, wobei [H]
l, O

ein einfaches Netzwerk mt oder ohne Schlaufen oder ein
ei nfacher Interinknoten und [H ein fast |eeres Netzwerk ist.
G bt es dann zu jedem A&aulReren Eingang von [H], der eine
Verzwei gung ist, eine virtuelle Verbindungskante von einem
aulReren Ausgang von [H;], so existieren Identitaten [I{7'] und
[1p1"] und zwei fast |eere Netzwerke [Hy'] und [H ] derart, dal
S dur ch Er wei t er ungen, Zer | egungen, Ver schnel zungen,
Ver t auschungen und Uber br tickungen tber f Ghr bar i st in
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o 1,7 O
S :=|H,) H H'|eSEQN ), wobei zu einem &auleren Ausgang von
o I, O

[H] hochstens eine Kante fuhrt, die nicht von [H;] ausgeht.
(Vgl. Bild A2.51.)

Bewei s:

Sei a ein aulerer Ausgang von [H zu dem nehr als eine von [ H]
ausgehende Kante fihrt und (e,a) eine solche Kante, dann kann
e nach Voraussetzung keine Verzwei gung sein. We im Beweis von
Satz A2.8.5 kdnnen nun unter Verwendung erweiterter vorwarts-
bzw. riuckwartszyklischer Pernutationen die aul3eren Eingange
von [H so sortiert werden, dall gerade alle auleren Ei ngange
mt einer Kante zu a, die nicht von [H;] ausgeht, nebenei nander
und vor den anderen A&ulleren Eingangen von [H bzw. [H']
| i egen. Dabei wrd S durch Erweiterungen, Zer | egungen,
Ver schnel zungen, Vertauschungen und Uberbrickungen uberfdhrt

0o 1,” 0
in S;:=|H," H, H'|eSEQN).
0o I," O

Sei mdie Anzahl aller Kanten in [H bzw. [H'] die zu a fuhren

und nicht von [H;] ausgehen, dann nuf3 nach Wahl von a nk2 sein.
Damit definiert m zusamen mt dem Typen von a eindeutig eine
ei nfache Verjungung [Hy] mt genau m &auleren Eingangen. |st
[H''] das Netzwerk das aus [H'] hervorgeht, wenn die ersten m
1 &auleren Eingange entfernt werden und [I,"'] die durch den
Typenei ngangsvektor von [H''] eindeutig definierte ldentitat,
dann ist  E(H'"")=A(O0xHyxIp,"") und [H']1=(0x[Hg] «[I1p"" ])e[H"].
(Vgl. Bild A2.51.) Damt kann S; durch eine Zerl egung uberfihrt
o 1, 0 O
werden in Sy:=|H,” H, H, H"|eSEQN ). Nach der Whl der
o 1, 1, 0

auller en Ei ngange [ Hy] bzw. [ H'] gi bt es von
l¢1" xHxl p1" nach OxHgxl "' keine virtuelle Verbindungskante

(a',e'") mt a e€A(H;) und e' eE(H,). Damt existieren nach Satz
A2.6.1 ldentitaten [I¢1""]1,[1p1""].[l¢t2""'] und [Ipo""] derart,

Itlll O Itllll |t2III

daR das Paar (|H, H,|,|H, H,|) eine Vertauschung aus
Ib:l.II Ib"I Ib1III |b2III

pv(N") i st mt der si ch Sy tber f Ghr en | afst in

0 Itl"I It2"I 0
Sg:=|H," H, H, H"|eSEQN).
0 1" 1" 0

Definiert man nun [Hy"' ]:=[Hy" " Je([l¢1"" Ix[Hlx[1p1""]), so [aBt
sich Sz durch ei ne Ver schnel zung uber f Uhren in

Syntax und Semanti k viseller Datenflusssprachen, Josef Hubl, ww. sss. de



209

o 1, O
Spi=|H," H;, H"|eSEQ'N ), wobei in [H'] ein &aulerer Ausgang
0o I," O

weni ger existiert als in [H'], zu dem nehr als eine Kante von
[H] fuhrt.

Durch w ederholtes Anwenden obigen Verfahrens kann damt Sy
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Bild A2.51: Eine Skizze zu Beweis von Satz A2.8.11, die das
Ent f ernen von Ei ngangsverj iingungen zei gt.
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dur ch Erwei t er ungen, Zer | egungen, Ver schnel zungen
Ver t auschungen und Uber br tiickungen uber f Ghrt wer den in
o I, O
S :=|H,) H H'|eSEQN ), wobei zu einem &auReren Ausgang von
o I, O
[H] hochstens eine Kante fuhrt, die nicht von [H] ausgeht.
g.e.d.
Satz A2.8.13:
l, O
Sei S=|H, H|eSEQ(N' ) eine sequentielle Darstellung, wobei
l, O

n: =|A(H;)| und [H ein fast |eeres Netzwerk ist, zu dessen
aulleren Ausgange je genau eine nicht von [H;] ausgehende Kante
fahrt. Dann existiert eine Pernutation [P ], eine Ildentitat
[Ip1'] und ein fast leeres Netzwerk [H ] derart, daR S durch
Er wei t erungen, Zerl egungen, Verschnel zungen und Vertauschungen

0O 0 O

uberfihrbar ist in S:=P H, H| und fur jede nicht von [H]
O I, O

ausgehende Kante (e,a) aus [H] mt Index von a gleich i, der

I ndex von e gleich n+i ist. (VvVgl. Bild A2.53.)
Bewei s:

Sorge zunachst dafur, dall die uber [H;] stehende ldentitat zu O

wird, falls dies noch nicht der Fall ist. Uberfihre dazu S
o1, O

durch eine Erweiterung in S;:=|1 H, H|, wobei [I] die
ol, O

linksseitige Identitat von [l¢q]«[H]x[l1p1] ist. Sei j der |ndex
des ersten auBeren Eingangs von [lp]l in [l¢q]x[Hlx[1p1] wund
[P'] die durch den Typeneingangsvektor von [Il¢q1]x[H]x[!p1]
eindeutig bestimte, erweitert vorwartszyklische Pernutation
mt einer Kante vom j-ten &aulleren Eingang zum ersten aufleren
Ausgang. Dann ist S; durch eine Zerlegung Uuberfihrbar in

o o0 I, O
S,:=|P"* P'" H, H|. Nach der Wahl von [P'] sind die
o o0 1, O
Vor ausset zungen von Satz A2.6.5 erfidllt und es existieren
ldentitaten  [l;1"] und  [1pq"] sowie eine erweitert

vorwartszyklische Pernutation [P3] derart, dall das Paar
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0 Iy l," 0

(|P" H/|,|H, P|) eine Uberbruckung aus pg(N') ist und [I{1"]
0 I, l," O

eine Kante weniger besitzt als [Il{4]. (Vgl. Bild A2.29.) Mt

di eser Upber br tickung kann S, tber f Uhrt wer den in
o 1, 0 O
Sg:=|P* H, P, H und durch ei ne Ver schnel zung in
| 0 I, 0 O
o 1,"” O
Sp:=|P"" H, H"|, wobei [H'']:=[P3]le[H ist. Durch w ederholtes
| 0 I,," O
Anwenden di eses Verfahren kann also S lberfuhrt werden in eine
0O 0 O
sequentielle Darstellung S":=/R" H, H"|, wenn zum Schlul3 alle
o I" O

i nks von [H;] stehenden Permnutationen durch eine Verschnel zung
zu einer Pernutation zusanmengef al3t werden.

Abschl i elend missen nun die Kanten von [I"] geeignet sortiert
werden. Durchlaufe die &uReren Ausgange von [H'] der Reihe
nach und prufe, ob die zu a fdhrende und nicht von [H]
ausgehende Kante vom i-ten aufleren Ausgang von [I"] ausgeht.
Ist dies nicht der Fall, so existiert ein j> derart, dal die
zu a fuhrende Kante vom j-ten auBeren Ausgang von [I1"]
ausgeht. Di eser Umrstand kann nun benutzt werden um S" in eine
sequentielle Darstellung zu dudberfihrten, in der die zu a
fUhrende Kante vomi-ten &aul3eren Ausgang von [I"] ausgeht.

S' kann durch eine Erweiterung uberfuhrt werden in
0O 0 0 O

Si":=|R" H, I" H"|. Sei [P'] die durch den Typenei ngangsvekt or
o I" 0 O

von [H'] eindeutig definierte erweiterte ruckwartszyklische
Permutation mt einer Kante vom i-ten &ulleren Ei ngang zum j -
ten &auleren Ausgang und [I{""] bzw. [I{""] bzw P"" die obere
bzw. untere Identitéat bzw ruckwartszyklische Pernutation von
P'. Dann kann S;" durch eine Zerlegung duberfuhrt werden in

O 0 O 0 O

S":=|P" H, P P H"[. Definiert man [H'']:=[P"]¢H'], so
o 1" 0 O O
0O 0 O 0
wird aus S," durch eine Verschnel zung S3":=|P" H, P'"* H"| und
o | 0 0
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o o 1™ 0
durch eine Zerlegung daraus w ederum Sy":=|P" H, P"" H"
o 1" I, 0O

Nach der Wahl von [P3"] gelten die Voraussetzungen fir Satz
A2.6.1, womt Identitaten [l{q7'],[lpy'] und [I""] existieren

o 1”11, o
derart, daR das Paar (|H, P"*|, |P"" H,|) eine Vertauschung aus

IH lb"I Ibl

pv(N") i st. Dam t kann Sy" Uber f Ghrt wer den in
o I, 0 0O

Sy":=|P" P" H, H"|. Definiert man [Py"']:=[P{"]e([1:1 1x[P""]-

o I, 1" 0
L{1p1']) so erhalt man durch eine weitere Verschmel zung
0O 0 O
schlieBlich Sg":=|P" H;, H"|. Wrden diese Schritte fur alle
o 1" 0

aulBeren Ausgange w ederholt, so lassen sich alle nicht von [ H]
ausgehenden Kanten in der gewinschten Art und Wi se sortieren.

g.e.d.
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Bild A2.53: Eine Skizze zu Beweis von Satz A2.8.13, die das
Entfernen der oberen ldentitéat zeigt.

Die obig angegeben Verfahren kodnnen nun zu einem einzigen
zusamrengef aldit wer den.

Satz A2. 8. 15:

l, O
Ist S=|H, H|eSEQ(N' ) eine sequentielle Darstellung, wobei [H]
l, O

ein einfaches Netzwerk mt oder ohne Schlaufen oder ein
ei nfacher Interinknoten und [H ein fast |eeres Netzwerk ist,
SO existieren eine ldentitadt [lp;"] und zwei fast |leere
Net zwerke [Hy'] und [H] derart, dall S durch Erweiterungen,

Zer | egungen, Ver schnel zungen, Ver t auschungen und
0O 0 O

Uber br tickungen uberfihrbar ist in S :=|H,” H, H|eSEQN)
o I, O

und aul3er dem f ol gende Bedi ngungen erfidllt sind:
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(1) Ist ein &auRerer Eingang e von [H] eine Verzwei gung oder
ein freier Eingang, so ist der Index von e kleiner gleich

n: =IACHy) |

(2) Zu jedem aulleren Ausgang von [H] fuhrt eine Kante von
ei nem aulReren Eingang mt einemIndex groRer als n.

(3) Ist e ein aulBerer Eingang von [H] mt dem Index n+i, so
fahrt die nach (1) von e ausgehende Kante zum i-ten
aulleren Ausgang von [H ].

Bewei s:

Mt dem Verfahren aus dem Beweis von Satz A2.8.11 kann S

o I,” O
uberfihrt werden in Sy:=|H,” H, H"|eSEQ N ), wobei es zu jedem
o I, O

auleren Ausgang von [H'] eine nicht von [H;] ausgehende Kante
gi bt. Unter Anwendung der Verfahren aus Satz A2.8.7 und Satz

A2.8.9 kann S1 uber f Uhrt wer den in
o 1, O

Sz:=|H,"”" H, H"|eSEQN ), wobei es zu jedem &auflleren Ausgang
o I, O

von [H''] eine nicht von [H;] ausgehende Kante gibt und zu
j edem &uleren Eingang von [H''], der ein freier A&ulerer
Ei ngang oder ei ne Ver zwei gung i st, ei ne virtuelle
Ver bi ndungskante von ei nem auf3eren Ausgang von [H;] fuhrt. Mt
den Verfahren aus Satz A2.8.11 und Satz A2.8.13, kann Sg

0O 0 O
schlieB3lich dberfuhrt werden in S :=|H,” H, H'|eSEQN ), wobei
0o I, O

[H] die fol genden Bedi ngungen erfillt:

(1') Ist ein &ulRerer Eingang e von [H ] eine Verzweigung oder
ein freier E ngang, so fuhrt 2zu e <eine wvirtuelle
Ver bi ndungskant e von ei nem auf3eren Ausgang von [H].

(2') Zu jedem aufleren Ausgang von [H ] fuhrt genau eine Kante,
die nicht von [H;] ausgeht.

(3') Fir jede nicht von [H;] ausgehende Kante (e,a) aus [H]
mt Index von a gleich i ist der Index von e gleich n+i.

Aus (1') bzw (2') bzw (3') folgt unmttel bar die Bedi ngung
(1) bzw. (2) bzw. (3). (Vgl. Bild A2.53 unten.)

g.e.d.
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Satz A2.8.17:

0 O 0 O
Sind S4=|H H,| und Sy=|H H,| zwei sequentielle Darstellungen
l, O l, O

aus SEQN'), [H ein Netzwerk mt n:=AH| und [H;] und [H]

zwei fast leere Netzwerke mit A(H;)=A(H,), die die Bedingungen
(1)-(4) erfillen, so ist $=S,.

(1) Ist ein &uBerer E ngang e von [H;] bzw [H] eine
Ver zwei gung oder ein freier Eingang, so ist der |Index
von e kleiner gleich n.

(2) Zu jedem auReren Ausgang von [H] bzw [Hy] fuhrt eine
Kante von einem &aufleren Eingang mt einem |Index gro6Rer
als n.

(3) Ist e ein auBerer Eingang von [H;] bzw. [H] mt dem | ndex
n+i, so fuhrt die nach (1) von e ausgehende Kante zum
i -ten &auBeren Ausgang von [H;] bzw. [H].

(4) Fihrt in [H;] von einem auf3eren Eingang e mt einem |ndex
kleiner gleich n eine Kante zum j-ten &aul3eren Ausgang, SO
auch in [Hy)] bzw. [Hy] und ungekehrt.

Bewei s:

Zeige zuerst [lpi]=[lp2]. Da S; bzw. S, eine sequentielle
Darstellung ist, ist A(H)-A(lpy)=E(H;) bzw. A(H)-A(lp)=E(H,).
Da n:=AlH | und wegen (1)-(3) von jedem &ufRReren Ei ngang von
[H] bzw. [H)] mt dem Index n+i genau eine Kante zum i-ten
auBeren Ausgang von [H;] bzw. [Hy] fuhrt, ist E(Hy)=A(H) -A(H)
bzw.  E(Hp)=A(H-A(Hp). = A(H)-A(lpy)=E(H)=A(H-A(H) und
A(H A1) =A(H A(H) = A(lp)=A(H) und A(lpy)=A(H). Nach
Voraussetzung ist A(H)=A(H). A(lp)=A(H)=A(H)=A(1y,) =
[1p1] =[1p2] nach Satz A2.3.9.

Zeige als nachstes [H]=[Hy], dann ist $;=S,. Wegen (2) besitzt
weder [H;] noch [Hy] einen freien &uleren Eingang. Aullerdem i st

A(H)=A(H) und  wegen  A(lp)=A(lpp)  E(H)=A(H -A(lp)=
A(H) -A(lp)=E(H,). Bleibt also zu zeigen: Fihrt in [H] vom
i -ten &uleren Eingang eine Kante zum j-ten aul3eren Ausgang, SO
auch in [H] und ungekehrt. Wgen (4) gilt dies fuar alle
aulBeren Eingange mt einem Index kleiner gleich n. Wgen (1)
geht in [H] bzw [H)] von jedem auBeren Eingang mt einem
I ndex k>n genau eine Kante aus. Diese fuhrt nach (3) sowohl in
[H] als auch [Hy] zum (k-n)-ten &auleren Ausgang.

g.e.d.

Syntax und Semanti k viseller Datenflusssprachen, Josef Hubl, ww. sss. de



217

Damit sind alle Vorbereitungen getroffen um zu bewei sen, dal
das von N :=N$uN<T1) er zeugte Unternonopol yid ein a-vol | konmenes
Monopol yid i st.

Satz A2.8.19: (2. Hauptsatz)

| st I\le)c;N$/ ~ eine bel i ebi ge ni cht | eere Menge  von
Aqui val enzkl assen  ei nfacher Interinknoten oder ei nf acher
Net zwerke mt oder ohne Schlaufen und N': :NguN(l), so ist
p: =px( N ) Upy( N ) Upz( N ) Upg(N") ei ne a- vol | komrene
Substitutionsbasis von SEQ N') und <N', x, e ein o-vol | konmenes
Monopolyid mt N als a-voll konmenem Er zeugendensyst em

Bewei s:

Zeige, daR die Voraussetzungen von [HUB95] Satz A2.8.11
gegeben sind und gehe dabei analog zum Beweis des ersten
Haupt sat zes (Satz A2.7.11) vor.

Wegen N'Tc;Ngc;N' bildet <N ,x ep» nach [HUB95] Satz und
Definition A2.1.11 ein Mnopolyid, wobei natidrlich N ein
Er zeugendensystem von <N',x ep> isSt. Die Restriktion von
I 1I: (Ng/ ~, x, op) >(INy, +,+) auf die Teilnmenge <N ,x,ep> ISt ein
nicht-trivialer Monopolyiden-Honmonorphi snmus, da N(Tl);tQ i st.
Nach Satz A2.4.5 ist (NF/~) =N und sonit (<N, ep>) OIcNIcN .
Kann man nun zeigen, daB p=px(N )upy(N )upz(N )upg(N ) die
Bedi ngung (1) von [HUB95] Satz A2.8.11 erfillt, so ist p eine
a- vol | komrene Substitutionsbasis von SEQ(N'), N’ ein

a- vol | konmenes Erzeugendensystem von <N', x,ep> und <N', x, ep> ein
a- vol | komrenes Monopol yi d.

Seien Sp, S,eSEQN'), [o(Sy) |1 und o(S;)=e(S,). O B.d.A seien

I t1,1 I ti,n I t2,1 I t2m

S1=|H;; .. H, | und S;=|H,, .. H Definiere [H]:=o(S;) und

2m |-
I b1,1 I bl,n I b2,1 I b2,m

[H] :=a(Sy) . = [H]=[H]. Nach Satz A2.7.1 existieren
paar wei se di sj unkt e Repr asent ant en derart, dafid

SI(Hl):iLZJlSI(Hl,i) und SI(I—IZ):irngI(I—b,j). Da S;, S,eSEQN') i st

nach Definition Ker n( S;) cN' und Kern(S;) cN' . =3
[Hy il [Hp e NguN(Tl). Danmit handelt es sich bei den Faktoren
[H i] bzw [H, ;1 ausnahmslos um fast leere Netzwerke,

ei nfache Interinknoten oder einfache Netzwerke mt oder ohne
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Schl aufen. Bei den Netzwerken aus N(Tl), wi rd nachfol gend davon

ausgegangen, dall es sich um ei nfache Netzwerke ohne Schl aufen
handelt. Fir die anderen Arten kann der Bewei s am Ende anal og
nachvol | zogen wer den.

Vegen [H=llo(Sy) (21 ist mndestens ein Faktor [H j] ein
ei nfaches Netzwerk mit Subzentrum Da weder das serielle noch
das parallel e Produkt Zykel erzeugt, gibt es damt in H ein
Subzentrum s* von dem kein Pfad zu einem anderen Subzentrum
fahrt. Da [H]=[H)] ist, sind H und H, &aquivalent und nach
Satz A2.5.7 existiert damt eine besti nmende  Abbi | dung

SI(Hl)—>SI(H2) Di ese bildet s* auf (p(S )eSI(Hz) ab, womt o
(s ) ein Subzentrum aus S(Hy) ist, von demes in H ebenfalls
kei nen Pfad zu ei nem anderen Subzent rum gi bt.

Da alle Reprasentanten H;; paarweise disjunkt sind und

n
SI(H)=USI(H ;) ist, bestimmt jedes Subzentrum s aus SI(H)
i=1 ’

genau ein H; ; mt seS(H; ;). Analog bestimm jedes Subzentrum
(p(S) aus Sl (Hy) genau ein Hj mt o(s)eS(Hy ;). OB d A sei

s"e S(Hy k) und o(s™) eS(Hy p).

Al's nachstes soll nun die sequentielle Darstellung S; bzw. S,
durch Erweiterungen, Kirzungen, Zerlegungen, Verschnel zungen,
Vertauschungen und Uberbrickungen UUberfihrt werden in eine

sequentielle Darstellung S;" bzw. S" mt L(S;")22 bzw. L(S,)=>2
und es soll in $" bzw Sy" der Faktor [Hy (] bzw. [Hy ] soweit
rechts stehen, daR fiur jeden Faktor [H] rechts von [Hl k] bzw.

[Hz nl [HI=0 ist.

Angenommen es steht rechts von [H; ] ein Faktor [Hj y4] mt
Il H k+r]I20. O B.d.A kann angenommen werden, dafl r=2 und
Il H k+1] O ist, denn [H; 4] kann als der erste Faktor [H]
rechts von [H; ] gewahlt werden mt |[[H|#0. Ist dann r>2, so
konnen die Spalten SK™Ve . odK*"-D durch eine Verschmel zung

uberfihrt werden in eine Spalte S'(1k+1). I st dagegen r=1, so

kann durch eine Rechtserweiterung eine Spalte S'(1k+1) ei ngef ugt
wer den.

Da es in H; von s” keinen Pfad zu einem anderen Subzentrum
gibt, kann es auch keinen Pfad zum Subzentrum von [H; 2]
geben. = Es gi bt keine Kante (e,a) von [H x41], die sowohl von
[H ] ausgeht, als auch zu [H; 4] fUhrt. Damt existieren
nach Satz A2.8.9 Identitéaten [It1k+1] [T ke1' 1y [li1 ke2' ]

[1p1, k+2' ] und fast |eere Netzwerke [Hlk] und [Hy 43’ ] derart,

daB die sequentielle Darstellung S¥ ékﬂ) §k+2) dur ch

Er wei t er ungen, Kir zungen, Zer | egungen, Ver schrrel zungen,
Ver t auschungen und Uber br iickungen tber f Ghr bar I st in
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O I t1,k+1 I t1,k+2 O
1 . — 1 1
S L Hl,k Hl,k+2 |_Il,k |_Il,k+3 *

1
O l bl,k+1 I bl,k+2 O

Defi ni ere Sl" ' :éll)t .. 0§1k- 1) S 0§1k+3)0. .. 0§1n) bzw.

Sl" ' :éll)t .. 0§1k- 1) S falls k=n-2 bzw. Sl" ' =g 0§1k+3)0. .. 0§1n)
falls k=1 bzw §;"':=S falls 1=k=n-2 ist. Dann ist $;9,5"",
wobei der Faktor [Hly k] 1n $"" eine Position weiter rechts

steht. D eses Verfahren kann nun sol ange angewandt werden, bis
der Faktor [H; ] soweit rechts steht, daB fur alle Faktoren

[H rechts von [H; ] [[H =0 ist. O B.d.A kann nun angenonmen
werden, dall nur noch genau ein solcher Faktor rechts neben
[H k] St eht dort kein Faktor, so kann durch eine
Erweiterung ein solcher erzeugt werden. Stehen dort nehrere
Fakt oren, so konnen sie durch eine Verschnelzung in einen
ei nzigen uberfuhrt werden. Damt konnen die letzten beiden

Spal t en der neu gewonnenen sequenti el |l en Dar st el | ung
Itl,n—lI 0

dargestellt werden in der Form S :=H, H,'|. Nach Satz
Ib1,n—1l 0

A2.8.15 existieren dann eine ldentitat [lp; on.q] und zwei

Net zwer ke [H ne-2] und [H o] ohne Subzentren und

I nterinknoten derart, daR S durch Er wei t erungen, Zerl egungen,
Ver schnel zungen, Vertauschungen und Uber br tickungen udberf Ghr bar

0 0 0
ist in S§:=H,, H, H,| und auBerdem die Bedingungen (1)-
0 Ibl,n"—l 0

(3) von Satz A2.8.15 erfullt sind.

Da mt der sequentiellen Darstellung S, ebenso verfahren werden
kann, existieren also zwei sequentielle Darstellungen S;" bzw.
Sp;" derart, daR in S$;" bzw Sy" der Faktor [Hp ] bzw [Hy p]
rechts an vorletzter Stelle steht, fur die letzten beiden
Spal ten die Bedingungen (1)-(3) Satz A2.8.15 erfdllt werden,

L(S;") 23 bzw. L(Sp)23 und S;2,S;" bzw. S;2,S," ist.

Def i ni ere n":=L(S;"), m:=L(S,"), S =P, 05 ("2,
So =5 (M Ve (M), 5y i=glle s (T2 und 5 =s (T Des (M),
dann sind die Produkte S;'eSy' und Sy’ «Sy" definiert, [o(Sy)|=1,
S1P2,51" oS =S1"  und 5> Sy 5" =S,".  Bleibt also noch zu
zeigen: Sp' =Sp" und o(S;")=0(Sy').

Sei [H"]:=o(Sy") und [H"]:=0(S;"). OB.d.A kann nach Satz
A2.7.5 angenonmmen wer den, dafd Sl (H")=SI (Hy) bzw.
SI (H,")=SI (Hy) und die identische Abbildung idy:SI(H;)—>SI(H")
bzw.

i dy: SI (Hy) »SI(H") eine bestimende Abbildung ist. Da auch
¢: Sl (Hy) »SI (Hy) ei ne besti mrende Abbi | dung und wegen
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SI(H")=SI (Hy) bzw.  SI(H")=SI(H) ¢=idyoeoid;-l ist, st
¢:SI (H")->SI(H") eine bestimende Abbildung. = H;" und H"
sind nach Satz A2.5.7 aquivalent. = A(H")=A(H").

Betrachte nun [Hy]:=o(Sy') und [H']l:=o(Sy"). = [H']=
([H k] 1o, nm-al) ol Hy o] und [H"]=(LHp nl <[ 1b2, ny-al) o[ Hy ] =
([HL k<[ Tp2 ni-1])e[H ny], da s° bzw. ¢(s”) das Subzentrum von
Hy x bzw. Hp  ist und somt [H; (J=[Hy ] ist. Sp' bzw. Sy ist
identisch zu den letzten beiden Spalten von S$;" bzw. S)". =
A(Hy' )=A(H") bzw  A(H")=A(H"). = A(H')=A(H")=A(H")=
A(Hy"). Damit sind fast alle Voraussetzungen von Satz A2.8.17
erfullt, bis auf die Bedingung (4). Diese gilt jedoch, da o
ei nen ei ngeschr ankt bewer t ungser hal t enden | sonor phi smus

definiert, der s* auf ¢(s*) abbildet. Danit ist nach
Satz A2.8. 17 Sy =Sy".

Sei [H']:=0(S1") und [Hy']:=w(Sy'), dann sind wegen Sp' «Sy' =5;"
und S,' Sy’ =Sy' oSy =S," die Produkte H;i' eHy' =H;" und H,' Hy"=H,"
definiert und ¢©: Sl (Hy' eHy' ) »SI (Hy' oHy") ei ne besti nrende
Abbi | dung. Hy' und Hy" sind aquival ent und ¢ bildet das einzige
Subzentrum s* von Hy' auf das einzige Subzentrum o(s™) von Hy"
ab. = Die Restriktion von ¢ auf SI(Hy )={s*} ist nach Satz
A2.5.13 (b) eine Dbestimende Abbildung von SI(Hy) nach
SI(Hy"). Sp' und Sp" erfiullen die Bedingungen (1) und (3) von
Satz A2.8.17. = Hy' und Hy" besitzen weder freie &ulRere
Ei ngange noch Ei ngangsverj ingungen. Wgen |Hy' =1 sind damt
di e Voraussetzungen von Satz A2.5.27 erfullt und somt die
Restriktion von ¢ auf SI(H;") eine bestimende Abbildung von
SI(H') nach SI(H'). = [H']=[H'] nach Satz A2.5.7. =

o(S1")=[H"]1=[Hy' ] =o(S;").

g.e.d.

Dieser Satz stellt das Ziel fast aller Bemihungen in diesem
Kapitel dar. In einem abschlielBenden Abschnitt wird nun noch

gezeigt, we zu einem solchen o-vollkomenen Mnopolyid
geei gnet e a- tberf uhrbare Abbil dungen definiert werden kdnnen.
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5.9 Die Konstruktion eines Mnopolyi den-
Homonor phi snus’

We im A2. Kapitel gezeigt wurde, kann jedes Datenfl ul3netzwerk
als geordnetes bzw. fortlaufend indiziertes, formatiertes und
t ypeni ndexkonf ormes Subzentren- Net zwerk aufgefalit werden, dem
im Falle der Interpretation eine Funktion aus dem Monopolyid
(Fg x, »g) zugeordnet wird. Dabei gilt:

Definition und Satz A2.9. 1;

Ist fur eine Abbildung f: A»B L(f):=A und R(f):=B, 0 eine Menge
von Mengen, die bzgl. des cartesischen Produkts "x" (mt Jed
als Neutral el enent) abgeschlossen ist, Fy, die Menge aller
Funktionen f mt L(f),R(f)e0, O die Abbildung mt L(0)=R(0)=C,
b ={(f,g) eFxFg: R(f)=L(g)}, feg:L(f)—>R(g) die Abbildung mt
(feg)(z):=g(f(z)) bzw. 0¢0=0 und fxg: L(f)xL(g)—>R(f)xR(g) mt
(fx@)(y,z)=(f(y),9(z)) bzw fx0=f und O =f V feF, dann ist
(Fg, x, o5) ein Monopol yid.

Bewei s:

Si ehe [HUB95] Satz A2.1.18 (3).

Witer wurde im A2. Kapitel erklart, daR die Interpretation
ei nes Dat enf | uBnet zwer kes uber ei nen Monopol yi den-
Honmonor phi snus von <N, x, ep> nach (Fg x ) definiert werden
kann, wenn bestimte Voraussetzungen gelten. Diese sind:

| st H=(N, v, 1) das zu interpretierende Datenfl ul3- bzw.
Subzentren- Netzwerk, so ist t eine Abbildung von V(N) nach
T:TSuTg, die jedem Knoten aus V(N) einen Typen aus T zuordnet,

wobei gilt: t(v)eTg V veS(N) und t(v) eT§ vV veV(N\S(N). Des
weiteren wird eine Menge (¢ von Wertenengen vorausgesetzt, die

bzgl . des cartesischen Pr odukt s X" (mt Del al s
Neutral el enent) abgeschlossen ist und es existieren zwei
Abbi | dungen @g: To—F; und O T§—>@, wobei fur alle Subzentren

seS(N) die Funktion ®g(t(s)) passend zu s sein muf3, d.h fdr
f:=0g(t(s)) mt f:Xix. ..xX;>Y1x...xYy ist |[E(N,s)l=n, JACN, s)|=m
®§(r( e)) =Xy(e) V e€E(N,s) und ®§(r( a)) =Yy(a) V acA(N s). Analog
wrd eine Funktion f aus Fy; mt f:X;x...xX—>Yx...xY, als
passend zu N definiert, wenn |E(N)|=n, |A(N)|=m ®§(r( e)) =Xye) V
ecE(N) und ®§(r( a))=Yya) V aeA(N) ist. Da auch fast |eeren
Net zwer ken passende Funktionen zugeordnet werden  konnen
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sollen, ben6tigt man schlielBlich und endlich noch zu |jeder
Wer t enenge W:®§(r( v)) eFy eine sogenannte Auswahl abbil dung Ay

Dazu fol gende Definition.

Definition A2.9.3:

| st W& eine Menge und (W,:) das freie Mnoid der Vektoren nit
Konponenten aus Wmt A als Neutral elenment bzw. |eeren Vektor,
dann hei Bt ei ne Abbildung Ay W—W ei ne Auswahl abbi | dung auf W
wenn gilt:

(1) u,veW = ApfUV)=AyV-U)

(2) u,veW = Apuv)=Apf (ApU), Ay Vv)))

(3) u=(uUyq,...,uUup) eEW mit uj=..=uy = Ay U)=U;

st Ay eine Auswahl abbildung auf W dann sei &y =ApyA) als
sogenannter Defaultwert definiert.

st Ay ei ne Auswahl abbildung auf W so ist |eicht einzusehen,

daR in einem Vektor ueW wegen (1) und (2) die Konponenten
bel i ebig vertauscht und wegen (2) und (3) nehrfach vorhandene
Werte (bis auf einen) gestrichen werden kdnnen, ohne den Wert

von Ayu) zu verandern. Ebenso gestrichen werden koénnen
Komponenten mt dem Defaultwert &y denn es gilt: JSywAw (dw ).
sowie Aw(U W) = A(AU), AW(BW))) = AW (Awu),dw) =
Avf (A U) , Ayf X)) =Agf u-d) =Aygu) bzw. Ay (Syy U)) =Ayfu) .

Ein typisches Beispiel fur eine Auswahlabbildung auf einer
total geordneten Menge wie z.B. W=IN, ist Ay =max(u) mt der

maxi mal en Konponente von u als Ergebniswert und 3y =m n(IN,) =0.
Da bekannt ist, dall jede endliche Wnge W total geordnet
werden kann und dann auch mn(W existiert, kann also

zum ndest zu jeder endlichen Wnge eine Auswahl abbildung Ay
definiert werden.

Sind die Vorausetzungen von oben gegeben, so kann nun jedem
f ast | eeren Netzwerk bzw. dessen Aqui val enzkl asse ei ne
passende Funktion  zugeordnet wer den, indem man einen

ent sprechenden Monopol yi den- Homonor phi snmus  von N$ nach Fy
definiert.

Definition A2.9.5:

| st [H eN? mi t H=(N, v, 1) n: =[E(N) |, m =A(N) |,
ej bzw. a; der j-te auBere Ein- bzw Ausgang von N und Xj bzw.
Y; die dem Typen t(ej) bzw. 1(aj) zugeordnete Wertemenge, dann
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sei ¢": ( N% x, op) >(Fg, x, og) definiert durch ¢"([H):=f, wobei f
f ol gende Abbi | dung i st:

f: >0, falls n=nr0,

f:Xyxo .. xXy,—>d, falls nz0 und m=O,

f:@-5Yx .. x¥Yymt (yq,... ,yn):=(8yl, o .,Syn? falls n=0 und m:0,
foXyx. .. xXg=>Yyx .. xYy, mt (Y1r -+ Ym P =(Ay (Xq) -, Ay (X))
falls nz0 und m0, wobei der Vektor Xi:=(x;_,..., Xj m t

j1<...<j;m durch die Menge aller Kanten (ej_J,laj) aus K(N)
definiert ist. '

Es ist leicht einzusehen, daRR nach dieser Definition ¢"([H)
eine zu N passende Funktion ist. Fur den Fall n#0 und m#0 sind

j edoch noch zwei w chtige Benerkungen zu nmachen. Zum ei nen i st
AY]_(X].) nur deshalb wohldefiniert, da N als formatiertes

Subzentren- Net zwerk vorausgesetzt wrd und somt Y;=X SRR =X .
ist. Zum anderen gilt: Ist (eg a;) in N die einzige Kante zum
auBeren Ausgang @, so ist nach obiger Definition yj=x.

I nsbesondere fol gt daraus, dal3 fir Netzwerke ohne Verjingungen
f=¢"([H ) nicht mehr von den Auswahl abbil dungen ij, sonder n
nur noch von den Defaul twerten 6yj abhangi g ist.

Un nachfol gend eine handhabbare Notation zur Verfligung zu
haben, sei fur eine Aquivalenzklasse [H] H=(N,v,T)
vor ausgeset zt . Deswei t eren sei ni:=E(N) |, m:=A(N) |,
di:=nj-m, eﬁ' ) bzw ag' ) der j-te auBBere Ein- bzw Ausgang von
N, >§i) bzw. Yﬁi) die dem Typen ri(egi)) bzw. ri(agi))

zugeor dnet e Wertenenge, xﬁi) bzw. yﬁi) di e zum Ei ngang eﬁi) bzw.

Ausgang agi) gehérende  Vari abl e und sowei t definiert
fok e od W k) i t o8, ) =
(y(li),...,yn'qi)) die [H] zugeordnete Abbildung ¢"([H]) bzw
¢ ([H1) bzw. ¢([H]).

Al's nachstes soll nun gezei gt werden, dal ¢" ein Mnopolyiden-
Honmonor phi snmus ist. Dazu zwei Hil fssat ze:

H | fssatz A2.9.7:

st ¢":( N% x, op) >( Fg, x, og) di e Abbildung aus Definition A2.9.5,
[ H], [ Ho] eN-? und [ Hi] o[ Hol definiert, SO i st auch
¢" ([ Hil) «¢" ([H]) definiert und ¢"([H]e[Ho])=¢"([Hil) " ([ H]).
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Bewei s:

[Hi]e[H] ist definiert, fq:=¢"([H]) und fo=¢"([H]) =
A(H)=BE(H) = m=n, und WP=X? fir 1g<m = fyf, ist
definiert.

Sei [Ha]:=[H]e[H] und f3:=¢"([H]). = E(Hs)=E(Hy) nd
A(Hg)=A(H,). = nz=n; und >§3):>§1) far 1<j<nz, sowie ny=m und
YES):YEZ) far 1<) <ny.

c

Angenommen nmg=0. = fg3 ist die Abbildung von )éll)x. o ><)énl)1 nach &
und m=0. = f, ist die Abbildung von )412)><...><>én2)2 nach J. =

f1ef, i st die Abbildung von XPx. .. x%nl)l nach @. = fqef y=f 4.

Sei nachfol gend ng=0, (xl,...,xnl) konkrete Werte der Vari ablen

(1) (1) ’ ! P— 1y 1 A
(X)X ) (e Yn )=l X)) (YY) S
fo((yy - - y’nl)) und  (Y1,..., yn3):=f3((x1 ..... X”l))’ dann i st
(y'l’,..,,y'r;a):(yl,,,,,yns) Zu zei gen, da (yi’"--’y'r;3)=

Fa((yp--oyn D) =fa(fa((X,- oo xn ) ) =(Faef2) (Xq.-00xp )it (Im

all geneinen Fall sei bei obigen Formeln auch der Fall
zugel assen, dall einer oder nehrere der beteiligten Vektoren

gleich A sind.)
Wegen mg#=0 ist A(Ng)=d und A(N,)#J. Betrachte nun den j-ten
aul3er en Ausgang a§3) von Nz und unterscheide zwi schen freiem und

ni cht freiem aullerem  Ausgang. Dabei kann 0.B.d. A
vor ausgeset zt werden, dall E(Ng)=E(N;) und A(Ng)=A(N,) ist.

a) Sei a§3) ein freier auBerer Ausgang. = Y, =8yj.

Angenonmen a§2)=a§3) ist in N, ein freier &ulerer Ausgang. =

Yj' =0y, =Yj -
Angenonmen a§2)2a§3) ist in Np kein freier &ulerer Ausgang

und {(e}zl),aﬁz)),...,(e}z),aﬁz))} mt j.<...<j, die Menge aller

Kanten in N, die zum &aufReren Ausgang a2 fuhren. (Vval .

J
Bild A2.55 oben.) = Bei den &ufReren Ausgangen agll), ce, aﬁl)

aus N; handelt es sich um freie &aullere Ausgange. =
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Yi =3 =0y =y EAY (Y] Y ) =AY ((Byp e By)) =
b) Sei ags) kei n freier auller er Ausgang und
{(e(i3i,a§3)) ..... (e(i3z,a§3))} mt i<..<ig die dann nicht

| eere Menge aller Kanten in Ny die zum auf3eren Ausgang ags)

fahren. (Vvgl. Bild A2.55 unten.) = yj:AYj((xi1 ..... Xis)'
AulRerdem fol gt: a§2):a§3) ist in N, kein freier &auBBerer
Ausgang. Sei {(egzl), agz)) ..... (egz), agz))} mt jqi<...<j, die
(notwendi ger Weise nicht leere) Menge aller Kanten in Ny
die zum auller en Ausgang a§2) f Ghren. =
yJ-"=ij((yj EEEN yj’ ). Da ij ei ne Auswahl abbi | dung i st
kann nun o0.B.d.A angenomen werden, dall kein aullerer
Ausgang aﬁlz aus der Menge {agll), Ce, a}l)} ein freier Ausgang
i st, da sonst yjkzéiyj i st und auf yJ sow eso kei nen Ei nful

- (D (D (1 (1) : : :
hat. Sei {(eJ = 8 k) ..... (eJ o a k)} mt < ..<] Kt (K)
die Menge aller Kanten in N; die zum &uf3eren Ausgang a}llz
f Ghren. :>jkie{i1,...,is} und yj’k:ij((xjkl,...,xjkt(k) =
)/J"’:AYJ-(()/J'l ----- er):
ij((ij((lel ..... XJlt(l)) ..... AYj((XjI’ ,.._.,Xjrt(k))):
ij((xj11 ..... let(l) ..... frp Xjrt(k))_AYj((xil ..... xlk)
da jy, ef{ig, ..., s} 1st und ij als  Auswahl abbi | dung
mehrfach auftretende \Werte bzw Permut ati onen  der
Konponent en unber tcksichtigt |lakt. = yJ :ij((xi ERRE Xj S) =
Yij -

g.e.d

Anhand des Beweis zu obigem H Ifssatz sollte der interessierte
Leser auch feststellen kodnnen, warum fir Auswahl abbil dungen
gerade die Eigenschaften gefordert werden nulten, wie sie in
Definition A2.9.3 angegeben sind.
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Bild A2.55: Skizze zu Beweis von Hilfssatz A2.9.7.

H | fssatz A2.9.9:
I'st ¢": (N9, x op) >(Fg x o) die Abbildung aus Definition A2.9.5
und [Hi], [Hp] eN$, so ist ¢"([H] [ H]) =¢" ([ Fhl) 4" ([ Hl).

Bewei s:

Seien [Hy], [Hp] eNG und [Hg]:=[Hy] [ Hp]. = E(Hg)=E(Hy)-E(Hy) und

A(Hg)=A(H)-A(H)) = nz=nq+n, und nyg=m+mp. Ist weiter
fro=¢"([Hy]) it f1:)éll)x...x)én1)1—>Y(11)x...x¢r$])l, for=¢"([Hp]) it

fo X9 . x)énz)z S¥2x. . x\fn?,)z und f a0 =¢" ([ Ha] ) mi t
3 3 : " :
f3: )éﬁx. o x%n;_Mf)x. o ><Y(m)3 so ist >§3)=>§1) far 1<j<nq und

>§3)=>§2) fur nq+1<j <ng+ny,=ngz, sow e Yﬁg’):\él) fur 1<) <m und Yﬁg’):\éz)

far m+1<) <my+mp=ny. Damt ist f:=f,xf, ebenfalls eine Abbildung
HIx. . xXY nach ¥dx. .. <V |
von 1 X X n3 nac 1 X X mB

Seien (Xq1,..., X”s) konkrete Werte der Variablen (x(13) ..... x(r?;),
(ylll"'ly’ml)::fl((xl!"'!xnl))! (yll,!"'!y,r’nz):z
f2((Xny+1r o Xnyny)) Und (1,00 Y ) =f5((Xg, 0 %n ), dann i st

(Vi ym) =(y,- Ym) und (Ym0 Ymem) =(Y7- y’r'nz) zu
zeigen, da (yq,..., ynb):(flez)(xl ..... xnl):
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fa((X1,..., an))'f 2((Xn1+1 ----- Xn1+n2)):( Yoo y,ml)'( Y1 y,r'nz)

ist. (Imallgeneinen Fall sei bei obigen Forneln auch der Fall
zugel assen, dall einer oder nehrere der beteiligten Vektoren

gleich A sind.)

Betrachte nun den j-ten &uleren Ausgang ags) von Nz und

unt er schei de zwi schen 1<j <my und my+1<j) <my+mp=ny.

a) Angenonmen a§3) ist in Ng ein freier &ulerer Ausgang mt

1< <m = yj=8yj und aﬁl) ist in Ny ein freier auRerer
Ausgang. = yj’ :8yj:yj.

Angenonmen a§3) ist in N3 kein freier A&ullerer Ausgang,

1g<m und {(¢?, &%), (4P dMN) mit i<, die
Menge aller Kanten in N die zum &uf3eren Ausgang a§3)
f Ghren. = j r<nq, Yj :ij (( Xj oo X, ) und
1 r
{(eﬁll),agl)),...,(egl),aﬁl))} ist in Ny die Menge aller Kanten

zum aulier en Ausgang aﬁl). =Y :ij((le, Cee Xjr) =Y -

b) Angenonmen a(%ﬂ ist in Ng ein freier &auf3erer Ausgang mt
2

1 <m = Y, +i :Sym+j und ag ist in N, ein freier aullerer
Ausgang. = yj”=8Ym+j =Y -

Angenonmen a(3) ist in N3 kein freier &aullerer Ausgang,

m, +j

; (3 (3 (3 (3 -
1<) <mp und {(emlﬂl,amlﬂ) ..... (emlﬂr,amlﬂ)} m t
j1<...<j, die Menge aller Kanten in Ny die zum &ulleren
(3) " : B
Ausgang amlﬂ f ihren. = j r<no, yml+j =

(2 A2 (2 A2 i ;
ij((xnlﬂl,...,xnlﬂr)) und {(ejl,aj ),...,(eJr,aj )} ist in

N, die Menge aller Kanten die zum &aufleren Ausgang a§2)

fahren. = yj”:AYj((an'Fjl ..... xnlﬂ.r)):ynhﬂ-.

g.e.d.

Die beiden zuletzt bew esenen Hi|lfssatze kdénnen nun zu einem
Sat z zusammengef alit wer den.
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Satz A2.9. 11:

st ¢":( N% x, op) >( Fg, x, og) di e Abbildung aus Definition A2.9.5,
dann ist ¢" ein Mnopol yi den- Hononor phi snus, das hei 3t es gilt:

(1) Ist [I] eine ldentitat, so ist ¢"([I]) eine identische
Abbi | dung.

(2) [Hi], [Ha] eNY = ¢ ([ Hal [ Hol ) =¢" ([ H]) 0" ([Ha] ) .
(3) [H].[H] eNy und [H]e[H] definiert = ¢ ([H])e"([H])
ist definiert und ¢"([Hy] e[ Hal)=¢"([Hil)¢" ([ H]).
Bewei s:
1) Sei [I] eine Ildentitat mt I=(Nwv,t) und ¢"([I])=f.

Angenonmen N ist das |leere Netzwerk, dann ist f=0:2->J

ei ne identische Abbildung. Ansonsten ist E(N)=A(N) und es
gibt in N zu jedem &ufleren Ausgang a; genau eine Kante

nam i ch (e, aj). = | st f ei ne Abbi | dung m t
foXpxo oo xXy—>Yxo .o xYy, und fF((Xg, ..., X)) =(Y1,---,Ym, SO
ist n=m Yj=X und y;=y; fdr 1lgj<n. = f ist eine
i denti sche Ai)bijl dung.

2) Folgt unmttel bar aus Hilfssatz A2.9.9.

3) Folgt unmttel bar aus Hilfssatz A2.9.7.
g.e.d.

Al's nachstes soll die Abbildung ¢" zu einer a-Ubertragbaren
Abbi | dung ¢' erweitert werden.

Definition A2.9.13:

Sind die Reprasentanten der Aquival enzkl assen aus einer nicht-
| eeren Teil nenge N"' von N-'F/~ ei nfache Netzwerke mt oder ohne
Schl aufen oder einfache Interinknoten und ¢"':N''—>F;, eine
Abbi | dung derart, dalR fur alle [H eN'"" ¢"' ([H ) passend zu [H
ist, dann sei N': :N-?-UN"' und ¢':N' —>F; definiert durch

§ =g

Bei obiger Definition ist zu beachten, daB ¢"u¢"' nur deshal b
wohl definiert ist, da es sich bei N$ und N"' um zwei disjunkte

Mengen handelt. Auch kann eine derartige Abbildung ¢"" nur
existieren, wenn alle einfachen Netzwerke mt Subzentrum aus

N'' paarwei se zuei nander typeni ndexkonform si nd.
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H | fssatz A2.9. 15:

Sind N und ¢"" bzw. N und ¢ we in Definition A2.9.13
festgelegt, so gilt:

Si nd [P1], [ P3] Per nut at i onen, [1¢] [ Mpls [0¢" ), [1p' ]
H:ieln]titéten, [H eN"" und [P1]°([|t] [H <[ 1p]) e[ P3] =[1¢" ]~ [H]tx
b 1, is
¢'([P1])-(¢([lt])xd)'([H])xd)([lb]))-¢([P3])—

¢ ([1¢" 1) ([H) =" ([1p"]) -

Bewei s:

Definiert man [Hol :=[H, [lo]:=[1¢], [lopl:=[1p], [lal:=[1¢"1,
[1ap] :=[1p'], so ist zu zeigen:

[Pl (L1 ot] <[ Hol «[ 1201 ) el Pal =[ 1 at] <[ Hol «[ 1 ap] = oe(f o <f of 2p) of 3=
f4t><f0><f4b

Wrd des weiteren [H]:=[1p]x[Ho]«[l2p], [Hgl:=[1ag]+[Holx[!ap],
for=forxfoxf oy uUnd f4:=fg44xfogxf 4yp definiert, so ist die Giligkeit
der deichung f,=f efoef3 zu zeigen. (Man beachte an dieser
Stelle, daB die Definition fo:=¢ ([H]) bzw f4:=¢" ([Hs])
ungul tig ware!)

Wegen [Pyl «(T12t] <[ Hol <[ 1 2] ) o[ Pal =[ 1 4] <[ Hol <[ I 4p] bzw.
[Pl e[ Ho] o[ P3]=[Hy] ist E(Py)=E(H;) und A(P3)=A(Hy). = np=ny
und >§1):>§4) fur 1< <nq, sowie nmy=my und %3):\44) far 1<) <m.
(Vergl ei che dazu auch Bild A2.57.)

Al's erstes 2Zw schenergebnis kann damt festgestellt werden,
dafid

fof eof 3 ebenso wie f, eine Abbildung von )511)><...><>5n11) nach

Y(13)><. . x\}n?g) ist. Ist my=0, so ist man an dieser Stelle mt dem
Beweis fertig. Sei al so nachfol gend nmy>1.

Da [P1], [Pa]l, [12t], [l2p]l, [lat] und [I4,] Pernutationen bzw.
Identitaten sind gilt: ng=m, n3z=mg, Ny=Nbt, Nyp=Ndbp, Nzt =Ny
und ngp=ny,. Weiter gilt: [Pile[Hy] ist definiert = nyi=m=n,,
[Hol o[ P] ist definiert = mp=ng=nmy, [Py]e[H]e[Pg]=[H] = ny=ny
und mg=my. = np=ny=ng und my=my=nz. \Wegen [Hp] =[12¢] [ Ho] [ I 2p]
gilt ferner: ng=myg=my;+My+myp=ng;+Mh+ngy und nNp=ng=ng +ng+tng, =
N3-My=Ng; +N4p=N1-Ng =  N3-Mp-Ngr=N1-No-Ngt = N3-(Ng tMp) =
N1- (Ngt +No) . Aus [ Hal =[ 1 4¢] [ |"o] <[ 1 4p] dagegen fol gt:
N3=Mp=Mpy +Mp+Mpp=Npt +Mh*+Nzp  UND  Np=Np¢ +Ng+Nop = Ng- MH=Np( +Nop=
No-Ng = N1=Ny=N3+Ng- Mh=nz+dy.

Seien (Xq,..., xnl) konkrete Werte der Variablen (x(ll) ..... x(nl))

(Va0 ¥n) =4 (Xaeo X)), (Yyoeo ¥ ) =F1((Xae X)),
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(v ¥n )i =f a0y ¥ ) vy yn ) e =fa((yy ooy ) und
(Vi ¥n) = a((xa X)) dannEst (YY) =
(Y1,-ees yn3) zu  zeigen, da  (yy',..., y’n’;)=f 3(Cyy .-, Y’n’3))=

fs(f2((Y'1,---.Y’n1)))=f3(f2(f1((X1,--.,Xn1)))):(f1°f2'f3)(X1,--.,Xn1)
I st.

V\égen f4:f At xf Oxf 4b f ol gt:
(Y1’---’yn3):f4((xl’---’an))z(f4tXf0Xf4b)(X1'---'an):
(f4t(xl’---’Xn4t)'fO(Xn4t+1’---’Xn4t+n0),f4b(xn4t+no+1'---'xn1))-
[14¢] und [lg4,] sind Identitaten. = f, u bzw fyu, ist die

i denti sche Abbil dung auf %11)X-"X>énlit bzw. >énllt +no+1><...><>én1)1. =

(Y1,---,Yn3)=(X1’---’Xn4t’fO(Xn4t+1'---'Xn4t+no)'Xn4t+n0+1’---’xn1):>
LEREL L | =X)"')X ’ LR | =

(Y1 yn4t) (X1 n4t) (yn4t+1 yn4t+nb)

fO(Xn4t+1n---'Xn4t+no) und (yn4t+nb+1'---uyn3)=(xn4t+n0+1’---’an)-

(Dabei wurde beritcksichtigt, dal ng-(ng+nmp)=nq-(nNg+ng) ist.)

Danit ist also (y'l",...,y’r;’s):(yl,...,yns) genau dann gegeben,

wenn AR no)=(Y1,..., =(Xq1, ..., X ,

(yy Yn4t) (Y1 yn4t) (X1 n4t)
(yn4t+1n---'Yn4t+nb)=(yn4t+1’---’yn4t+rrb):f0(xn4t+1"-"Xn4t+no) und
( y’r;;lt +rrb+1 ----- y’n’;) :( yn4t +rrb+1 ----- Yn3) :( Xn4t +n0+1 ----- an) i st. Es
bietet sich deshalb an den Rest des Beweises in drei
Teil schritten zu erledigen. Dabei ist zu beachten, dall bei

allen beteiligten Netzwerken von einem &auf3eren Eingang stets
genau eine Kante ausgeht und zu einem aulleren Ausgang

stets genau eine Kante fudhrt. |Ist (eﬁi), aﬁi)) eine Kante von
ei nem &aulleren Ei ngang zu einem auBer en Ausgang, so gilt far
die Variablen von f;: yﬂl):xg'). Ebenso flieBt an den

verschi edensten Stellen NjeN,eN3=N; ein, wobei o.B.d.A fiar die
auBeren Ein- bzw. Ausgdnge angenonmen werden kann, dald

" 4 Y\ I
( e(11) ’’’’’ e(n)l):( e(14) ,,,,, e(n)l) bzw. (a(13) ..... a(nSz):( a(14) ..... a(n)l) i st.

Da fo=forxfofoy iSst und [l1o] und [l,5,] ldentitdten sind gilt

anal og zu oben: (yll,,---,y'r;B)=f2((y’1,---’y’n1))=
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(yla---’ynZt):(yla---aYnZt)a (yn2t+1a---ayn2t+rrb):

1:O((y,n2t +1'---'y,n2t +n0)) und (y'r;Zt +rrb+1,---’y'r;3)=( y’n2t +n0+1’---’y’n2)-

[P1] und [P3] sind nach Voraussetzung Pernutationen. = Es

existiert eine Permutation m:{1,...,n1}—>{1,...,nq} so, dal3 fdar
1<j <nq (e(T%)l(j),agl)) in Ny die einzige Kante ist, die zu agl)
fahrt. Anal og existiert ei ne Per mut ati on
n3:{1,...,n3t>{1,...,n3} so, daB fur 1<j<ns (e(i)s(j),af')) in N
die einzige Kante ist, die zu a§3) fuhrt. = (y’l,...,y'nl)z
f1((X1""’Xn1)):(xn1(l)'""XTcl(nl)) und (y'l",..-,y'n',B)z
Fa((Yy ¥, ) =(Ya gy - Yigny) -

Zei ge: =f o( X ey X
g (Yn4t +1 Yn4t +nb) ol Ny, *1 Nyt
Fir diesen Teil des Beweises wird vorausgesetzt, dall es sich
bei [Hy] um ein einfaches Netzwerk ohne Schl aufen handelt. Die
Falle, daB es sich bei [Hy] um ein einfaches Netzwerk mt
Schl auf en oder einen einfachen Interinknoten handelt kdnnen in
vol | konmener  Anal ogie bzw. als Spezialfall nachvol | zogen
wer den.
Betrachte die aulleren Ei ngange eﬁl) von N; bzw 54) von Ny mt
Nat +1<) <nge +ng. (Val . Bild A2.57.) Jeder dieser &ulleren
Ei ngange ist Uber genau eine Kante mt dem (j-ng)-ten inneren
Ei ngang des einzig vorhandenen Subzentruns verbunden. Anal og
i st jeder &ufRere Eingang eﬁz) von N mt nyp+1<j <ny+ng Uber
genau ein Kante mt dem (j-ny)-ten inneren Ei ngang des einzig
vor handenen Subzentrums verbunden. Da [Pq] e[ Hy] o[ P3] =[ Hs] i st,
fol gt:

ni( N+ ) =nge+] flr 1<<ng und mg(Ngtt+j)=nyy+ far 1<<my. =

iny)

(Yn2t +1,---aYn2t +no):(xn4t +1a---aXn4t +n0) und (Yn4t +1,---aYn4t +rrb):

(yn2t+1n---'Yn2t+nb)- = (Yn4t+1’---’Yn4t+rrb):(Yn2t+1u---'Yn2t+nb)=

f f = f X ¢ )
0((yn2t +1 YnZt +no) o( ( Nyt +1 Nyt +n0))

Bl ei bt noch zZu zei gen: =(Xq1,...,X und
g (yy Yn4t) (X1 n4t)

=(x N 4 . Betrachte dazu die Kante
(yn4t +ny+1 yns) ( Nyt +ny+1 nl)

(e(7f3;(i), aES)) und unterscheide die Falle 1<) <ng und nge +tmpy+1<j <ns.
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a) Sei 1<j<ng = mg(j)sng oder mg(j)>ng+my. (Vgl. Bild
A2.57.)
Angenommen es ist mg(j)<ngt. = In N, existiert eine Kante
(2 (2 . . .
(ens(j), a“s(j)) : = In Ny exi stiert ei ne Kant e
(e(’fl)l(ﬁg(J»' a(%(j))- Da (&Y, dY)=(? d%) die einzige Kante

in Ny ist, die zu a§3) fuhrt und (eﬁ(7T L) a)) ebenfal | s

ei ne sol che i st, fol gt: n1(m3(j)) =) - Wegen
2 (2
(i), &) eK(Ng) (i) drgiy) <K(Np) und
(e HEXDY ar, A(i)) €K(N) ist  damit: Vi =Y i) Y i)
Xy (n(i)) =% -

Angenormen es ist n3(j)>n4t+rrb. = In N, existiert eine
(1 :
Kant e (ey (n (j)+d ) TC (J)) mt do=ng- M. = Da
(egl), a§3))—( e§4), §4)) die einzige Kante in Ny ist, die zu ags)
fuhrt und (e(’i})l(“3(j)+do)’ a§3)) ebenfalls eine solche ist,
fol gt: my(ma(j) +do) = - Vegen (€, &%) eK(Ng),
(2 (29 (D (D .
(e,tg(j)ero, a,tg(j)) eK(Ny) und (eﬁl(ng(j)+d0), an3(j)+d0) eK(N;) ist

dami t: yi"' =y () dg =Y n (i) +dg Xy (ng(i ) +dg) =X -

b) Sei Ngt tMy+1<j<ng = [>nge+mpy und mg( ) <Nngy oder
n3(j ) >ng+my. (Vol. Bild A2.57.)
Angenommen es ist mg(j)<ng. = In N, existiert eine Kante

(2 (2 o :

(e,tg(j), an3(j)) : = | n Ny existiert ei ne Kant e
1 1 1 : oo
(e(n)l(ns(j))’ a(n;(j))- Da (eﬁ -)l-d ) (3)) (ej +d , (-4)) die einzige
Kante in Ny ist, die zu ags) fuhrt und (e,t EXOL a ))

ebenf alls eine solche ist, folgt: m=n(n3(j))=]+dg. Wegen

2 2
(e &) eKng). (€aiy: dng)) <K(N) und
(enl(ng,(j»’an3(j>)€K(N1) ist damit: yi"=yh )=V () Xy (ng(i)) =
Xj +d0'
Angenommen es ist mg(j)>ngtmy. = In N, existiert eine

L2

2
Kant e (e(n;(j)er n(J)) mt do=ng-nmy. = In N; existiert eine

(D (1) (D 3 (4 4
Kante (€r(x ()+d ) A )ea) - DB (€1a . d7)=(g%q &%) die
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einzige Kante in Ny ist, die zu ags) fuhrt und

(e(,tl)l(ng(j)J,do), a§3)) ebenfalls eine solche ist, fol gt:
. . 3

m(ma(]) +do) = +do. Vegen (eoiys &%) eK(Ng),

2 2 (1) (1) i
(Eryi)+dg Bny)) SK(N2)  und (€3 (xy+d ). Bn (i)+dg) EK(N) i st
dam t: yj"’=y’n'3(j)= Y'n3(j)+d0=xn1(n3(j ) +dg=Xj +d -

= yeeey =(X v X =
(yn4t +My+1 yn3) ( Ny, *My+l+dg n3+d0)

(xn4t gL - an) , da nmytdg=mp+(ng-np)=ng und nz+dp=ng
i st.
g.e.d.
N, N, Ng
» >
< > < >
> > > >
» ° ° L
N4 +1 Ny+1 P > |p N, +1 Ny +1
»> > > F & “
1>
n4t+n0 n2t+n0 | 0 F" n2t+mo‘> n41+m0
> »> > »
> > > »
>
» >
» >
> K | at

N,

Bild A2.57: Skizze zu Beweis von Hilfssatz A2.9.15.

Satz A2.9.17:

Sind N und ¢"" bzw. N und ¢ we in Definition A2.9.13
festgelegt, so ist ¢ eine a-Ubertragbare Abbil dung.
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Bewei s:

Zeige, daR die Voraussetzungen von [HUB95] Satz A2.8.15
erfullt sind. We im Beweis von Satz A2.3.25 gezeigt,

definiert Abbildung | | (Ny/~ x, ep) >(INy, +,+) mit |[H:=S(N) |+
I (N)| einen nicht-trivialen Mnopolyiden-Hononor phi snus. Da N"'
#J und
N''"cN ist, ist die Restriktion von | || auf <N > ebenfalls ein

nicht-trivialer Mnopolyiden-Hononor phisnus. Nach Satz A2.4.5
ist NO=(NE/~)lol. = <N >0i=N? = <N >ll=NJcN' und |[H] [=0<1 V¥

[I—|]eN$. Nach Definition von N'' ist |[H|=1 V [H eN'" somt
IfH <1 V [H eN =N"" uN-?. Bei bt al so noch zu zeigen: ¢ erfullt
di e Bedi ngungen (a0')-(a2").

(a0') Seien [Hy],[H] eN' und [Hi]e[Hy] definiert. = A(H)=E(H,)
= ¢ ([H])ed' ([H]) ist definiert, da ¢ =¢"u¢d"" ist und

sowohl ¢" als auch ¢"' einer Aquival enzkl asse eine
passende Funktion zuordnet.
(al') Da ¢ =¢"wo"' ist, ist die Restriktion von ¢  auf

<N' >lol= N$ gleich ¢" und nach Satz A2.9.11 ein
Monopol yi den- Hononor phi snus.

(a2') Seien [P1],[Py] e<N' >1, = [P3]:=[Py]-1e<N' >1 = [P;] und
[P3] sind Pernutationen, da <N > 1g( N$/ ~)-! und nach Satz

A2.4.5 (NE/~)-1=NE ist. Analog ist 1y >§1NF/N:N'T. iegen

N*' =N"\ N$=N' \<N' >lol fol gt damit unnmittel bar aus Hil fssatz

A2.9.15: Sind [1¢1.01p]. [1¢'1.[1p 1€l s [H eN \<N >lol
[P, [Pl e<sN' >1 und [Pyl e([1(]-[H[1p])e[P]-2=[1¢"T-[HIy'],
SO | st O ([P])o(d ([1¢1)=¢" ([H)xd' ([1p]))ed" ([P2] 1) =
O ([1¢"1)x¢" ([H )" ([1p"])-

Damt sind die Voraussetzungen gegeben, um zum Abschl ul3 den,
far die Beschreibung der Semanti k visueller Datenfl ul3netzwerke
fol genden, wi chtigen Satz zu bewei sen.

Satz A2.9.19: (3. Hauptsatz)

Sind N und ¢"" bzw. N und ¢ we in Definition A2.9.13
festgelegt, so lalRt sich ¢ zu genau einem Mnopolyiden-
Honmonor phi snus ¢: <N', x, ep>—(Fg, x, o5) fortsetzen, wobei gilt:

Ist [H e<N', « op> mit [H=([ 1] [ Hyl [ 1p1]) oo o([1en] <[ Hal <[ pnl) .
wobei [1¢j],[lp] ldentitaten und die Netzwerke [H] eN sind,
soist ¢([H)=

(0" ([1gal) 0" ([HD) x¢" ([T pal)) e o(¢" ([1¢nl)<d" ([H]) 0" ([1pnl))-
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Bewei s:

Nach dem zweiten Hauptsatz (Satz A2.8.19) ist N ein
o- vol | koomenes Erzeugendensystem von <N',x ep> und nach Satz

A2.9.17 ¢ :N' —>Fy eine a-Ubertragbare Abbildung. = ¢ kann nach
[HUB95] Definition A2.6.10 =zu genau einem Monopolyiden-

Homonor phi smus  ¢: <N', x, ep>—(Fy, x, oy) fortgesetzt werden. Wgen

[1eil . [1pil[H]eN, ist damt ¢o([H)=

(0" ([1¢al)<¢" (LHLT) ¢ ([1pal)) e - o(d ([1enl) 0" ([H]) 0" ([1pn]))-
g.e.d.
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A2. Andere relevante Theori en

6.1 Einleitung ..... ... 237
6.2 Knoten- und kantenbewertete Graphen ............... 238
6.3 Gaph-Gammatiken ...... ... .. ... .. .. .. 240
6.4 Attributierte Gammatiken ......................... 242
6.5 Petri-Netze .. ... .. . . . 246
6.6 Logische Schaltkreise ........... ... .. .. .. ... 250
6.7 Strukturierte Systemanalyse ....................... 254

In diesem Kapitel wrd der Zusamenhang zu einigen anderen

Theorien hergestellt, in denen man sich zur Darstellung
besti mter Sachverhalte normaler G aphen bedient, wo sich
al lerdings auch Subzentren-Netzwerke anbieten wirden. Im
ersten Abschnitt wrd dazu ein allgeneiner Ubergang von
knot en- und kant enbewert et en Graphen zZu formatierten
Subzentren- Net zwer ken aufgezeigt wund im Abschnitt "G aph-
G anmat i ken" auf Graphen mt Mehrfachkanten erweitert. In der

Theorie der attributierten Gammtiken |assen sich die
Produktionsregeln einer solchen Ganmatik eindeutig in Form
ei nes Subzentren-Netzwerkes darstellen. Sind in bestimten
Fallen Petri-Netze nicht ganz geeignet, einen Sachverhalt zu
beschrei ben, so koénnen hier vielleicht bipartite Subzentren-
Net zwer ke Abhilfe schaffen. In den |etzten beiden Abschnitten
wird schliel3lich gezeigt, dall es sich bei den G aphen, die zur
Beschrei bung von el ektronischen Schaltkreisen bzw. zur
Darstellung von Sachzusamenhdngen in der "Strukturierten
Syst enmanal yse” verwendet werden, eindeutig um Subzentren-
Net zwer ke handel t .

A2A2
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A2. 1 Einleitung

Nachf ol gend sollen die Zusanmmenhange zw schen der Theorie der
Subzentren-Net zwerke und einigen anderen bekannten, auf

G aphen basi er enden Theori en auf gezei gt wer den. D e
ausgewdhlten Beispiele |assen sich dabei in drei G uppen
ei nteilen.

Zur ersten Guppe gehoren solche Theorien, die zur
Beschrei bung von Mbdel |l en herangezogen werden, wobei sich das
Model | nur ungenugend mttels ei nes normal en  Graphen

beschrei ben |aRt. Ei n auffall endes Kennzeichen ist dabei das
Auftreten von Mehrfachkanten in den verwendeten G aphen. In
di esem Fall kann eine Erweiterung der Theorie auf Subzentren-
Net zwer ke ei ni ge Probl eme | 6sen hel f en.

Ei ne andere Guppe bilden Theorien, die auf speziellen, zu
Subzentren- Net zwer ken verwandten G aphen basieren. D eser Fall
kann zum Beispiel vorliegen, wenn Petri-Netze verwendet
wer den.

Bei der dritten Guppe schlieB3lich handelt es sich nmehr um
Anwendungen als Theorien. Das heif3t, es werden geonetrische
Dar st el | ungen zur Beschrei bung eines Sachverhalts verwendet,

ohne dalR eine formale Beschreibung der verwendeten G aphen
vorliegt. Al's Beispiel wiren hier die in "Strukturierter

Syst emanal yse" verwendeten G aphen zu nennen.

Nachf ol gend werden nun einige Beispiele genauer untersucht.
Der Leser nbge sich dabei von den zundchst sehr konpliziert
erschei nenden Satzen nicht abschrecken [|assen, denn hinter
di esem For mel wer k ver ber gen sich sehr anschaul i ch
beschrei bbare Zusammenhange, Uber deren Giltigkeit man sich
auch leicht durch die hinzu gefigten Abbildungen uberzeugen
kann.
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A2. 2 Knot en- und kant enbewertete G aphen

Es gi bt verschiedene Mglichkeiten die G aphentheorie in die
Theori e der Subzentren-Netzwerke einzubetten. Der nachfol gende
Satz beschreibt eine WMglichkeit, Gaphen auf spezielle
Subzent r en- Net zwer ke abzubi | den.

Satz und Definition A2.2.1:

Seien (Ga,B) ein knoten- und kantenbewerteter Gaph mt
a: V(G A und B:K(G —»B (0.B.d. A sei AWV(G==BV(G) und die
Mengen Vp', V7', Vo', V und K we folgt definiert:

Vo' i ={(v,Vv): vevV(G},

Vi':={(v,b): veV(G, beB und 3 v' eV(Q: B((v,V'))=b},

Vo' i ={(b,v): veV(G, beB und 3 v' eV(G: B((Vv',V))=b},

V ::VOI L)V]_I L)VZI und

K:={((x1,¥1), (X2, ¥2)) eV XV o (*), (**) und (***)}.

(*) y1=x2

(**) x16B = y,eV(Q

(***) X1, ¥2eM(Q = (X1,Y¥2) eK(G und y;, XpeB

Ist ferner v :V —AUB definiert durch
a X)furxeV(G)undy e V(G)

T ((X,y)):=y=6 (x,y)furxeV(G)undy e B

x= B((xy)furxeBundy e V(G)
so ist (N,1) m t N:=(G,Vy) und G:=(V ,K) ein
geschl ossenes, gepackt es und ei ndeuti g formatiertes
Subzentren- Net zwerk ohne freie E n- und Ausgidnge. N (G a, B

)):=(N,7) heilBt das durch (Ga,B) definierte formtierte
Subzent r en- Net zwer k.

Bewei s:
a) Zeige, dall die Voraussetzungen von Satz A2.4.1 erfullt
si nd.
Definiere W=V(G = V c(WB)x(WB) nit V AWWV, und
V' NBxB={.

K<V xV und erfallt mt (*) bzw (**) bzw (***) die
Bedi ngungen (1) bzw. (2) bzw. (3). (4) und (5) sind
erfallt, da K alle Kanten enthalt, die die Bedi hgungen
(*), (**) und (***) erfdllen. = (N,7) ist ein
geschl ossenes, gepacktes, ei ndeuti g formatiertes
Subzent r en- Net zwer K.

b) Zeige N besitzt keine freien Ei n- und Ausgange.
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st ecE(N,s) = eeVy,' = e=(b,v): veV(G, beB und 3 Vv' e
v(g): B((v',v))=b = (v',b)evy’ = ((v',b),(b,v))eK(N)
wegen (***). = e ist kein freier Eingang.

Anal og kann man zeigen, dall N keine freien Ausgéange

besit zt.
g.e.d.

Bild A2.1 zeigt auf anschauliche Wise den im obigen Satz
beschri ebenen Ubergang, von einem knoten- und kantenbewerteten
Graphen in ein Subzentren-NetzwerK.

et el
S A

£

b J 2
al 3 a

Bild A2.1: Ein knoten- und kantenbewerteter G aph (G a,B) (oben)
und das durch (G a,pB) definierte eindeutig formatierte
Subzentren- Net zwerk (unten).
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A2. 3 G aph- G ammat i ken

Die G undl agen von G aph-G ammati ken bilden markierte G aphen.
(Siehe z.B. M Nagl [NAGr9].) Dabei gilt folgende Definition:

Definition A2.3.1:

Seien U und Wzwei Mengen. Ein markierter Gaph uber (U W ist
ein Tripel g=(V(9), (pm9))wew a(9)), wobei gilt:

(1) V(g) ist eine endliche Menge, Knotennenge genannt,
(2) p(9)V(g)xV(g) fur ein beliebiges weW

(3) a(g):V(g)—>U ist eine Abbildung, Knotenmarkierungsfunktion
genannt .

Anschaul i ch beschrieben, handelt es sich bei einem markierten
G aphen um di e Uber | ager ung nmehr er er (ei nfacher)
knot enbewerteter G aphen, wobei jeder Gaph eindeutig genau
ei nem weW zugeordnet ist. Dabei kann man sich alle Kanten des

zu weW gehorenden G aphen als mt w markiert vorstellen.

Satz und Definition A2.3.3:

Ist g=(V(9), (p9))wew (g)) ein dber (U W nmarkierter G aph
und G, fur alle weW der knoten- und kantenbewerteter G aph

Gy =((V(9), pwl9)) . Gy, B(GW)) m t a( Gy) (V) 1 =a(g) (V) und
B(GY ((v,v')):=w, dann ist N(g)::UI\{GW) ei n geschl ossenes,

weW
gepacktes, eindeutig formatiertes Subzentren-Netzwerk. N(g)

hei 3t das durch g definierte formatierte Subzentren-Net zwerk.

Bewei s:

Far alle weW ist NG, nach Satz und Definition A2.2.1 ein
geschl ossenes, gepacktes, formatiertes Subzentren-Netzwerk,
wobei alle Ein- und Ausgdnge mt densel ben Format (né&mich w

versehen sind. Da V(N(Gy,))V(N(G,))=S(NGy))=S(N(G,)) fuar
wi#w, = Nach Satz und Definition A2.1.27 ist N(g)=[JNG,) ein

weW
geschl ossenes, gepacktes formatiertes Subzentren- NetzwerKk.
Dieses mul3d eindeutig formatiert sein, da jedes Format w
ei nei ndeuti g ei nem G aphen G, zugeor dnet werden kann.

g.e.d.
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Mt obigen Satz |aRt sich die von Nagl [NAG/9] und anderen
beschri ebene Theorie der G aph- G ammati ken  auf gepackte
formatierte  Subzentren-Net zwerke  Ubertragen. Es ist Zu
erwarten, dall die dadurch zu definierenden Netz-G ammatiken
al | genei ner sind als G aph-Gammati ken.

Ver den deswei teren den Net z- G ammat i ken fortl aufend
i ndi zi erte, gepackte (formatierte und zuei nander
t ypeni ndexkonfornme) Subzentren-Netzwerke zugrunde gelegt, so
ergeben sich vermutlich &hnlich einfache Produktionsregeln w e
bei Chonsky- Granmati ken.

t a a a a a a
> 1 ', L 2 I,b I, 3
b b b

Bild A2.3: En dber ({1,2,3},{a,b}) markierter G aph g (oben)
ungewandelt in ein geschl ossenes, gepacktes, eindeutig
formati ertes Subzentren-Netzwerk (unten).
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A2. 4 Attributierte Grammti ken

Produktionsregeln von attributierten Gammti ken werden als

spezielle G aphen dargestellt. In diesem Abschnitt soll
gezeigt werden, dalB es sich bei diesen Gaphen um eine
spezielle Art von Subzentren-Netzwerken handelt, die 1in

besonderer Art und Wi se graphisch darstellt werden.

Die Definitionen fiur nachfol gende, im Bezug auf attributierte
G ammat i ken verwendeten Begriffe, wurden in abgewandelter Form
aus [LOE86] ubernommen. Soweit es dabei Uberschnei dungen mt
der hier verwendeten Nonenklatur geben wirde, werden diese
durch di e Verwendung der Schriftart Kursiv verm eden.

Definition A2.4.1:

Ei ne kontextfreie Gammati k ist ein Quadrupel G=(N, T,P,S) mt:
(1) Nund T sind disjunkte endliche Al phabete. D e Zeichen von
N hei Ben Nichtterm nale, die von T Term nal e.

(2) PcNx(NUT)* ist eine endliche Menge von Paaren genannt
Pr odukt i onen.

(3) SeNist ein Nichttermnal, Startsynbol genannt.

Definition A2.4.3:

Sei p=X,—>»X1Xy...X, eine Produktion einer kont extfreien
Gamuatik G(N, T,P,S) mt X.eN X, Xy, ..., XyeNUT, n20. Sei
weiter Att eine Attributnmenge. Sei schlieBlich Att(X )cAtt far
je{e, 1,2,...,n}. Ei ne Konsi st enzbedi ngung oder
Attributberechnungsregel Y, far das Attribut a , von X hat die
Form Y;: ajO(XiO):f(ajl(Xil),...,ajm(Xim)). Dabei i st ne0,
i ke{e 1,2,...,n}, ajkeAtt(Xi k), 0<k<m und

frDa (%)) x...xD(aj (% )) »D(a; (X;)) eine Funktion; falls
nm=0, dann ist f ein Eleffent in aioo(xio)).

Definition A2.4.5:

Ei ne attributierte G anmat i k AG best eht aus ei ner
kontextfreien Ganmmtik G(NT,P,S), einer Mnge Att von

Attributen, einem Wrtebereich D(a) fur jedes aecAtt, einer
Partition 1(x), S(x) von Att(x) fur jedes xeNJUTl und einer
Menge von Attri butberechnungsregeln Y fir jede Produktion peP.
Genauer, wenn p=X.—>»X1X,...X, eine Produktion ist, dann gibt es
zu jedem Attribut a in S(X,) bzw 1(X) (mt 1<i<n) genau eine
Attri but berechnungsregel Y.
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Satz A2.4.7:

Der in einer attributierten G ammuati k bestehende Zusamrenhang
zwi schen einer Produktion <einerseits und den mt Regeln
versehenen Attributen andererseits, kann graphisch als
bi partites, geschlossenes, gepacktes, eindeutig fornatiertes
und typenkonfornes Subzentren- Netzwerk dargestellt werden.

Bewei s:

Sei AG eine attributierte Gammtik, p=X.—>X;X5...X, eine
Produktion und Y:={Yq,...,Yy die Menge der zugehorigen
Attri but berechnungsregeln. Definiere die Menge der Variablen
der Produktion p als X ={X;, X{,..., Xy} und W=XuY. Da AG eine
attributierte Gammatik ist, existiert zu jedem X;eX je eine
Menge | (X)) bzw S(X;). Definiere B:=Att, B (X):=S(X,) und B;(X
g =1 (X), sowie B (X):=1(X) und B (X):=S(X)

far 1<i<n.

Jede Attributberechnungsregel aus Y |&aBt sich darstellen in
der Form Y|: aj (X ) f(aJ (%), , aj | (X )) Definiere
B (Y):={a (X )} und " B(Y): —1a, (% ).\".."a (%)} und

ay: Yo>F mt  oy(Y)):=f. Analog sei f r j ede Vari abl e X
ax( X;):=x, wenn der Wert von X; gleich x ist, d.h. oy X->NUT.
SchlieBBlich sei A =(NUT) F  und o: WA definiert durch
o =0y JOly.

Da die Attribute bezogen auf den Wert x; der Variablen X; bzw
bezogen auf die Funktion f der Attributberechnungsregeln Y
vergeben werden gilt: o(wW) =a( W) = B (w=B(w) und
Br(wW)=B;(wW). Unter diesen Voraussetzungen kann nach Satz
A2.4.5 ein bipartites, geschlossenes, gepacktes, eindeutig

formatiertes und t ypenkonf or nes Subzent r en- Net zwer k
konstrui ert werden.

Un zu zeigen, dall dieses den Zusammenhang zw schen einer
Produktion einerseits und den nmt Regeln versehenen Attributen
andererseits w edergi bt, bedarf es noch einiger Erklarungen.

Die Knoten der Form (X, X) bzw (Yj,Y;) bilden die Menge der
Subzentren und reprasentieren di e Var| ablen X; bzw. die
Attributberechnungsregeln Yj der Produktion. Die Knoten der
Form (b, X;) und (X,b) bzw (b, Yj;) und (Yj,b) definieren gerade
die Ein- und Ausgange eines Subzentrums und reprasentieren die
einer Variablen X —bzw einer Attributberechnungsregeln Y;
zugeor dnet en Attribute. Ein Subzent rum das ei ne
Attributberechnungsregel Y, reprasentiert, besitzt also gerade
ei nen Ausgang. Von diesem fihrt genau eine Kante zu dem
Ei ngang ei nes Subzentruns, der das Attribut einer Variablen X
reprasentiert zu dem gerade die Attributberechnungsregel Y
gehort. Anal og zeigen Kanten von den Ausgédngen der Subzentren,

die Variablen darstellen, zu den Ei ngdngen von Subzentren die
Attri but berechnungsregeln darstellen genau dann, wenn die
entsprechenden Attribute in dieser Regel verwendet werden.

(Vergleiche Bild A2.5.)

g.e.d.
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» id >—>>\>
o

Bild A2.5: Eine Produktion dargestellt als bipartites Subzentren-
Net zwer k. Dabei i st statt ei ner
At tri but berechnungsr egel Yj bereits die zugehorige
Funktion f angegeben.

ae

Lo G
Lo

Bild A2.7: Die Produktion von Bild A2.5 dargestellt als offenes
Subzent r en- Net zwer k.

+ p—

X

€

Bild A2.9 zeigt in anschaulicher Wise den Ubergang von der
Darstellung einer Produktion als geschlossenes Subzentren-
Net zwerk (Bild A2.5) zur gebrauchlichen Darstellung als
spezieller Gaph. Dabei wird eine besondere Eigenschaft des
Subzentren- Net zwerks ausgenutzt. Da jede Attributberechnungs-
regel n genau ei nen Ausgang besitzt und jedem Ei ngangsattri but
ei ner Variablen genau eine Attributberechnungsregel zugeordnet
I st kdnnen bei de ohne I nf or mat i onsver | ust unm ttel bar
nebenei nander gestellt werden. (Vergleiche Bild A2.9 oben.)
Der nachste Schritt besteht darin die Ausgdnge der Vari ablen
als eine identische Abbildung darzustellen. Um die besondere
Roll e der Variablen X, herauszustellen, wird diese imletzten
Schritt gesondert oberhalb der anderen Variablen dargestellt.
Un in dieser Darstellung ein vielfaches Uberkreuzen der Pfeile
zu verneiden werden dabei die E n- und Ausgange von X,
vertauscht. Bei Produktionen mt sehr wenig Variablen und sehr
weni g At tri but ber echnungsregel n er hal t man dam t ei ne
besonders aussagekréaftige Darstellung. Bei Produktionen mt
vielen Variablen und vielen Attributberechnungsregeln dirfte
allerdings die Darstellung als offenes Subzentren-Netzwerk
(we in Bild A2. 7 geschehen) geeigneter sein.
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Da die an einer attributierten G anmati k beteiligten Attribute
der Konsi stenzbedi ngungen fortlaufend indiziert sind, bedarf
es nicht viel Phantasie das obige Schema fur beliebige
formatierte, fortlaufend indizierte und typenindexkonforne

Subzentren- Net zwer k zu veral | genei nern.

%,

Bild A2.9: Der Ubergang von der Darstellung einer Produktion als
geschl ossenes Subzentren-Netzwerk (Bild A2.5) zur
gangi gen Darstellung einer Produktion als spezieller

Graph (unten).
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A2.5Petri-Netze

Petri-Netze werden als bipartite G aphen definiert.

Definition A2.5.1:

Sind G(V,K) ein Gaph und T und S zwei disjunkte Mengen, dann
hei Bt das Tripel (GT,S) ein Petri-Netz, wenn gilt: V=SuT und
KcSxTuTxS. Dabei nennt nman T die Menge der Transitionen und S
di e Menge der Stellen.

: /D > ) > | >
\DH; gﬁi

Bild A2.11: Der Graph eines Petri-Netzes. (Die Elenente aus T bzw
S sind als Rechtecke bzw. Kreise dargestellt.)

Es ist auf den ersten Blick zu sehen, dall die Definition von
Petri-Netzen wesentlich einfacher ist, als die der Subzentren-
Net zwerke. Al's ersten grolRen Unterschied kann man feststellen,
dall bei Petri-Netzen die Menge der Knoten V in zwei disjunkte
Tei | mengen zerfallt. Bei gepackten  Subzentren- Net zwer ken
handelt es sich dagegen umdrei disjunkte Teil nengen.

Genei nsam i st beiden, dalR sie durch antisynmetrische G aphen
dargestellt werden und die (End-)Knoten einer Kante aus
ver schi edenen Tei | mengen st anmen nussen. Di es i st
gl ei chbedeutend mt der Bezeichnung bipartiter Gaph far
Petri-Netze und tripartiter Gaph fiur gepackte Subzentren-
Net zwer ke.

Ausgehend von obiger Definition der Petri-Netze koénnten die
Mengen S und T vertauscht werden, ohne einen mathemati schen
Fehl er zu begehen. Aus dem praktischen Gebrauch der Petri-
Net ze ergeben sich jedoch vollkonmen verschi edene Bedeut ungen
far S und T. Die Menge T beschreibt die Ubergange
(transitions) in denen eingehende Einheiten in andere
ungefornt werden. Ein typisches Beispiel dafur sind Maschinen,
di e eingehendes Material in Zw schenprodukte ummvandeln. Die
Menge S dagegen beschreibt Stellen an denen Teile oder
Ei nheiten kurzfristig abgestellt sind.

Da beide Netzwerkfornen praktisch von Bedeutung sind und
i nsbesondere Petri-Netze bereits sehr gut erforscht sind
[ ROS82], ist es interessant, Mthoden zu finden, die eine Form
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des Netzwerks in die andere uberfiuhren kénnen und ungekehrt.
Dies erlaubt es Kenntnisse der einen Form von Netzwerken auf
di e andere Form zu Ubertragen.

Lei der sind beide Fornmen nur &hnlich, jedoch nicht &aquival ent,
so dall verschi edene Mjglichkeiten der Umwandl ung denkbar sind.
Man wird jedoch im allgeneinen einen Informationsverlust oder
ei n Ansteigen der Konpl exitat des Netzwerkes hi nnehnen missen.

Da ein Petri-Netz ein Gaph ist, ist die allgeneine Form der
Umwandl ung in ein bipartites Subzentren-Netzwerk Uber Satz und
Definition A2.2.1 gegeben. (Knoten und Kanten kdnnen dabei als
i dentisch bewertet angenomren werden.) Allerdings steigt dabe
die Konplexitadt des Gaphen, da die E n- und Ausgédnge als
zusat zl i che Knoten hi nzukonmmen. Ungekehrt bringt natdrlich der
Cebr auch von bi partiten Subzent r en- Net zwer ken mehr
Frei heitsgrade mt si ch, so daB sich damt Sachl agen
nodel lieren |assen, die mt Petri-Netzen nicht beschreibbar
sind. Zum Beispiel koénnen in einem Subzentren-Netzwerk die
ein- bzw. ausgehenden Kanten auf die vorgegebenen Ein- bzw.
Ausgange verteilt werden.

s

Bild A2.13: Das Petri-Netz von Bild A2.11 erweitert zu einem
Petri-Netz, in dem jede Stelle einen Vorganger und
ei nen Nachfol ger besitzt.

Ei ne andere Miglichkeit Petri-Netze in Subzentren-Netzwerke
unzuwandel n, best eht darin, Transitionen auf Subzentren
abzubil den und Stellen als eine verteilte Menge von Ein- und
Ausgangen darzustel |l en, wi e der nachfol gende Satz zeiqgt.

Satz und Definition A2.5. 3:

Ist (GT,S) ein Petri-Netz in dem jede Stelle einen Vorganger
und ei nen Nachfolger besitzt, T :={(t,t):teT}, V:=T"UK(G und
K o={((x1,y1), (X2, ¥2)) eV XV o (%), (**) und (***)} mit

(*) yi=x2

(**) X1€S = ypeT

(***) X1,Y2€T = Yy, X2€S,
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dann ist N:=(G,T) mt G:=V,K) ein geschlossenes,
gepacktes Subzentren-Netzwerk. N((GT,S)):=N heil3t das durch
(GT,S) definierte Subzentren-Netzwerk.

Bewei s:

Zei ge, dal3 di e Voraussetzungen von Satz A2.5.7 erfullt sind.

Definiere W=T und B:=S = WY, B*ZJ und WhB=gJ, da (GT,S) ein
Petri-Netz ist. Aus denselben Gund ist V < T UWBUBXW c
(WB)x(W.B) mt V' nBxB=@. Nach Definition von V i st
V' AWKWET .

KcVv xV' erfdllt mt (*) bzw (**) bzw. (***) die Bedi ngungen
(1) bzw. (2) bzw. (3). Angenommen (t,t)eT und (t,y)eWT =
yeS = ((t,t),(t,y))eK da (t,t),(t,y) die Bedingungen
(*)-(***) erfullt und K alle Kanten enthalt, die diese

Bedi ngungen erfullen. = Es gilt (4) und analog (5 = N st
ei n geschl ossenes, gepacktes Subzentren- Net zwer k.

g.e.d.

Wrd aus (G T,S) das Netzwerk N((GT,S)) gebildet, so werden
aus Transitionen Subzentren; darauf hinzeigende Kanten werden
zu Ei ngangen und davon wegzei gende Kanten werden zu Ausgangen.
Zeigt in (GT,S) eine Kante auf eine Stelle und eine andere
davon weg, so sind die entsprechenden Aus- und Eingange in
N((GT,S)) uber eine Kante verbunden. Beim Ubergang von
(GT,S) zu N(GT,S)) wrd also sozusagen eine Stelle in
nmehrere, mt Kanten verbundene Aus- und Ei ngange auf gel 6st.

R
- b

Bild A2.15: Das Petri-Netz von Bild A2.13 ungewandelt in ein

[

mar ki ertes, geschl ossenes, gepackt es Subzentr en-
Net zwer k.
Liegt ein Petri-Netz vor, in dem nicht jede Stelle einen

Vor ganger und einen Nachfolger besitzt, so kann ein solches
Petri-Netz durch Hi nzunahnme einer neuen Transition, die gerade
m t diesen Stellen verbunden wrd, in ein Petri-Netz
ei ngebettet werden, in dem jede Stelle einen Vorgéanger und
ei nen Nachfolger besitzt. (Vergleiche Bild A2.11 und Bild
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A2.13.) Nach der Ummnandlung in ein Subzentren-Netzwerk gemald
kann das, dieser neuen Transition entsprechende Subzentrum
wi eder entfernt werden so, dall man dadurch ein offenes
Subzentren- Net zwerk erhalt.

I

A
AW

!

Bild A2.17: Die Offnung des markierten Netzwerkes von Bild A2.15
bzw. das Petri-Netz von Bild A2.11, ungewandelt in ein
of f enes, gepacktes Subzentren- Net zwer k.
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A2. 6 Logi sche Schal t krei se

We bereits an verschiedenen Stellen erwdhnt, entw ckelte
G Hotz eine Schaltkreistheorie, wobei er sich geonetrisch,
t opol ogi scher Netzwerke bedient. Er gibt dazu in [HOI74]
fol gende Definition:

"Unter einem Netz mt n Eingangen und m Ausgéangen
(n,m=20,1,2,...) verstehen wr folgendes topol ogisches
Gebi | de:

I n der euklidischen Ebene sei ein Rechteck mt den Seiten
g1, 92 und hyq, h, gegeben, worin sich sowohl die g; als
auch h; gegeniber |iegen.

A,...,A, bzw. Bg,...,B, seien paarweise verschiedene
Punkte auf g; bzw. g,, wobei die Numerierungen der Punkte
von h; nach h, laufen; die A bzw. B; teilen g; bzw. g in
aqui di stante St icke.

Die A seien Anfangspunkte, die B; Endpunkte von je genau

ei ner Strecke ei nes orientierten, endl i chen
Streckenkonpl exes, der in der euklidischen Ebene in
Uber kreuzungsfreier Lage in dem Rechteck Iliege. (Im

eukl i di schen Sinne handelt es sich um stuckweise lineare
Kurvenzige.) Wr fordern von dem Streckenkonpl ex weiter,
dalR jede seiner Strecken schlicht dber hy ist und dal die
Oientierung der Strecken in R chtung von g5 nach gj
zeigt."

Da G Hotz nicht an der geonetrischen, sondern nur an der
topol ogi schen Struktur dieser Netze interessiert ist, faBt er
verschi edene solcher Netze so zu Aquival enzkl assen zusammen,
dal die geonetri schen Aspekt e di eser Net zwer ke f ast
vol I standig wegfallen. Er gibt dazu in [HOI74] fol gende
Definition:

" Zwei Net ze  heiB3en gl eich, wenn sie sich nach
Auf ei nander | egen i hrer Rahmen (91,92, hy, hy) ohne
Sel bstdurchdri ngung in der Ebene ineinander deformeren
| assen, und zwar so, dal3 alle Zw schenl agen Netze si nd.

Dabei verstehen wir unt er ei ner Def ormati on eine
el ementare Deformation oder eine Deformation, die sich
durch eine Kette el enentarer Deformationen erzeugen |afit;
die elenentaren Deformationen sind Dreiecksdeformationen
oder verall geneinerte Drei ecksdeformati onen, w e sie durch

beschri eben werden. Zugelassen sind weiter die
(trivialen) Def or mat i onen, die in Streckungen oder
Dehnungen des Rahmens oder euklidische Bewegungen des
Net ze bestehen.™

Cbwohl die oben gegebenen Definitionen der Aquival enzkl assen
dieser Netze sehr unfangreich ausgefallen sind, |assen sich
die Reprasentanten solcher Aquival enzklassen trotzdem sehr

Syntax und Semanti k viseller Datenflusssprachen, Josef Hubl, ww. sss. de



251

anschaulich in Form von speziellen G aphen darstellen, we
Bild A2. 19 zeigt. Wrd eine solche Darstellung um 90° gegen den
Uhrzeigersinn gedreht, so wrd offensichtlich, dal die von
G Hotz definierten geonetrisch, topologischen Netze bzw.

deren Aquival enzkl assen strukturell sehr &ahnlich zu den
Subzent r en- Net zwer ken si nd. Um di es noch kl arer
her auszuar bei t en, sind nach der Drehung lediglich die

(&uleren) Ein- und Ausgange in Form von Pfeilen darzustellen
und die restlichen (inneren) Knoten durch Subzentren so zu
ersetzen, we es weiter oben beschrieben wirde. Vgl. Bild
A2.21.

B B B,

1 2

Bild A2.19: Ein geonetrisch, topologisches Netz mt drei Ei ngangen
und drei Ausgangen.

A, /Bs L

vy

A, >
s
/ )

Bild A2.21: Das geonetrisch, topologische Netz von Bild A2.19 um
90° gedreht und seine a&aquivalente Darstellung als
fortlaufend indiziertes Subzentren-Netzwerk.

Das spezielle an den von G Hotz verwendeten G aphen ist nun,
dalR es sich um G aphen handelt, in denen auch Mhrfachkanten
zugel assen sind, we aus Bild A2.23 hervorgeht. (Neben der
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semanti schen Bedeutung schlief3t es dieser Urstand auch aus,
die inneren Knoten als Interinknoten zu interpretieren.)
Desweiteren sind die &uferen Ein- und Ausgange geordnet,
wodurch sich fur Netze mt genau eineminneren Knoten inplizit
auch eine Odnung fur die ein- bzw. ausgehenden Kanten ergibt.
Beim Ubergang zu einem Subzentren-Netzwerk wrd aus einem

solchen Netz, mt genau einem inneren Knoten, also ein
geordnetes bzw. fortlaufend indiziertes Subzentren-Netzwerk.
Dies gilt jedoch nicht fur Netze mt nehr als einem inneren
Knoten und hat zur Folge, dall zwei verschiedene fortlaufend
i ndi zi erte Subzentren- Netzwerke durchaus dassel be geonetri sch,
t opol ogi sche Netz kl assifizieren kdnnen.

Bild A2.23: Die sequentielle Dar stel | ung ei nes geomnetri sch
t opol ogi schen Netzes, in dem Mehrfachkanten auftreten.

Anal og, we fiar fortlaufend indizierte Subzentren-Netzwerke

geschehen, definiert G Hotz  auf seinen Netzen eine
al gebrai sche Struktur, in dem er ein paralleles und serielles
Produkt einfuhrt. (H storisch gesehen ist diese Analogie
naturlich genau ungekehrt, d. h. die Definition eines

parallelen wund seriellen Produkts fir Subzentren-Netzwerke
wurde der ldee von G Hotz nachenpfunden.) Unter Verwendung
der Theori e der
X-Kategorien gibt G Hotz eine Beweisskizze, die zeigt, daB
die oben definierten Netze bzw. deren Aquival enzkl assen eine
freie X-Kategorie bilden. Es wrd hier bewl3t von einer
Bewei sski zze und nicht von ei nem Bewei s gesprochen, da G Hotz
zwar alle wesentlichen Zw schenschritte aufzahlt, jedoch nicht

im Detail durchf Ghrt. We bereits erwahnt, gilt di es
i nsbesondere fiur die Abschnitte, in denen G Hotz auf
sequentielle Dar st el | ungen ei ngeht oder i nplizit auf

besti mrende Abbil dungen zurickgreift. Es ergeben sich auch
noch andere Kkleinere Ungereintheiten dadurch, dall G Hotz in
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di eser Bewei sskizze stets davon ausgeht, dall alle zu einem
i nneren Knoten fuhrenden bzw. davon ausgehenen Kanten geordnet
sind, dies explizit jedoch nicht erwdhnt wrd. DalR es so
geneint war, geht allerdings schon aus dem Unstand hervor, dal3
an einem elektronischen Bauteil ein E n- bzw Ausgang nur
durch seine Position (Ordnung) identifiziert werden kann und
schlieBlich war es das Ziel von G Hotz, die Senmantik von
Logi kschal t krei sen zu defini eren.

Un keinen falschen Eindruck zu erwecken, sei auch an dieser
Stelle nochmal s dar auf hi ngew esen, dal die in der
Bewei sskizze von G Hotz auftretenden Mingel verschw ndend
gering sind, im Vergleich zu den lUberwundenen Hirden. Uberdies
waren die G Hotz einzig zur Verfigung stehenden Theorien der
geonetrisch, topologischen Netze und der X-Kategorien von
i hrer "Unhandlichkeit"” her sicherlich nicht geeignet, die
Konpl exit &t des gesuchten Bewei ses zu verei nfachen.

Zusamrenfassend kann nun festgehalten werden, dalR sich
Logi kschal tungen Uber formatierte, fortlaufend indizierte
Subzentren- Net zwer ke  beschrei ben | assen. Werden w e Dbei

G Hotz, als erzeugende Elenente nur ldentitaten und einfache
Net ze ohne Schlaufen mt mndestens einem &aulleren Ausgang
zugel assen, so |liegt nach dem ersten Hauptsatz (Satz A2.7.11)
ein voll komenes bzw. Hotz'sches Mnopolyid vor. Da nach
[HUB95] Satz A2.9.20 jedes solche Mnopolyid ein freies
Monopolyid ist und nach [HUB95] Satz A2.9.21 dieses freie
Monopol yid einer freien X-Kategorie zugeordnet werden kann,
wird das Ergebnis der Untersuchungen von G Hotz damt noch
ei nmal von anderer Seite bestatigt. We im A2. Kapitel gezeigt
wur de, kann dieses Ergebnis fur beliebige erzeugende Elenente

ver al | genei nert wer den, wel ches zu einem «a-voll kommenen
Monopolyid fuhrt. Das Beispiel DIASIM zeigt weiter, daR die
Definition der Semantik von Schaltkreisen als ein Spezialfal
einer visuellen Progranm ersprache angesehen werden kann.
Dam t konnen auch alle anderen, in dieser Publikation
vorgestellten Ergebnisse, in vollkomener Analogie auf die
Definition der Semanti k von Schal t krei sen Ubertragen werden.
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A2.7 Strukturierte Systenmanal yse

Bild A2.25 zeigt ein typisches Beispiel eines Gaphen, we er
in der "Strukturierten Systemanal yse" verwendet wird um den
Dat enfl ul3 darzustellen. (Vgl. z.B. [MEN88].) Es ist leicht zu
erkennen, dall es sich dabei um ein offenes Subzentren-Netzwerk
handelt. Dabei verweisen Pfeile, die nach aullen zeigen auf
(nicht dargestellte) A&aulBere Ausgange. Analog weisen Pfeile
ohne Vorganger, auf nicht dargestellte aul3ere Ei ngange hin.
Durch geringfligiges Umrstellen kann diese Struktur weiter
hervor gehoben werden, wie in Bild A2.27 zu sehen ist.

Neues
Strafmandat

Tilgungs-
nachricht

entferne
getilgte
Punkte

trag
Straf-
mandat
ein

Verkehrs-
siinder-
kartei

Fehler

Fiihrerschein-
entzug
Nachricht iiber vor-=

aktua-
lisiere

Punkte ibergehendes Fahr-
verbot
neue
Punkte-
regelung Fehler
Bild A2.25: Ereignisgegliederter Ausschni tt des
Ver kehr ssiinder syst ens.
Tilgungs- Neues
nachricht strafmandat
entferne
getilgte
Punkte
trag
Verkehrs-
siinder- Straf-
kartei maqdat
ein
Fiihrerschein-

aktua-
lisiere
Punkte

entzug

neue
Punkte-
regelung

Nachricht iiber vor-
iibergehendes Fahr-
verbot

Fehler

Bild A2.27: Das Diagramm von Bild A2.25 dargestellt als offenes
Subzent ren- Net zwer k.
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Da die strukturierten Systenmanalyse zu den bewdhrten und
etablierten Werkzeugen des Softwareengi neerings zahlt und die
dabei verwendeten Graphen unmttel bar als Datenfl ul3netzwerke
interpretiert werden konnen, ist zu erwarten, dal3 sich von
di eser Seite ein grol3es Interesse an den visuellen
Dat enf | uBsprachen einstellen w rd.
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Anhang

Nachf ol gend werden die wichtigsten Definitionen und Satze aus
[ HUB95] wi eder gegeben. Dabei wird die dort ver wendet e

Nunerierung weiterverwendet. Event uel | auftretende Licken
er geben si ch dar aus, dai weni ger Bedeut endes ni cht
wi eder gegeben wi rd.

ww. SSs. de
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A2. Partielle Hal bgruppen und
Pol yi de

Al.1 Partielle Halbgruppen .......... ... . ... .. .. ....... 258
Al. 2 KONQrUENZEN . . . .. e e e e 261
AL.3 Polyide ... ... . 265

Ist die zu einer Hal bgruppe gehdrende Operation nicht fur alle

Oper andenpaare definiert, so liegt wunter Unstanden eine
partielle Hal bgruppe vor. Diese wird als Polyid bezeichnet,
wenn zu jedem Elenent ein links- und ein rechtsseitiges
Neutral el enent existiert. Damt handelt es sich bei der
al gebrai schen Struktur des Polyids um eine Verall genmei nerung
eines Mnoids. In diesem Kapitel werden im wesentlichen die

grundl egenden Begriffe, we mnman sie aus der Theorie der
Hal bgr uppen oder Mbnoi de kennt, auf partielle Hal bgruppen und
Pol yi de veral | genei nert. | nsbesonder e wrd dabei auf
Er zeugendensystene und Kongruenzen eingegangen, da diese im
Bezug auf die noch zu definierenden WMonopolyide eine grol3e
Rol | e spi el en.
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A2.1 Partielle Hal bgruppen

Bei der algebraischen Struktur einer partiellen Halbgruppe
handelt es sich um eine Verallgeneinerung einer Hal bgruppe,
wobei die zugehodrige Operation nicht fur alle Paare definiert
sein muf3.

Definition A2.1.2:

Ist P eine Menge, DcPxP und o.D—>P eine (partiell definierte)
Qperation auf P, dann soll das Tupel (P,op eine partielle
Hal bgr uppe hei Ben wenn gilt:

(f,9),(g,h)eD < (f,g),(feg,h)eD < (g,h), (f,goh) eD <
(fog) oh=f o( goh).
Ist (f,g)eD, so sagt nman auch: fog ist definiert.

Eine partielle Halbgruppe ist also genau dann eine "ganze"
Hal bgruppe, wenn alle nbglichen Produkte definiert sind, d.h.
D=PxP i st.

Es folgt eine nehr oder weniger [|ose Aufzahlung von
Definitionen und Séatzen, we nman sie von Hal bgruppen und
G uppen kennt und di e far partielle Hal bgr uppen
ver al | genei nert wurden.

Definition A2.1.4:

Sei (P,op eine partielle Hal bgruppe.

(a) Ein Elenment 1eP hei Bt linksneutral in (P,op, wenn gilt:
lov=v, fiur alle veP mt (1,v)eD.

(b) Ein Elenment aeP hei 3t [|inkskirzbar in (P,op), wenn far

alle u,veP mt (a,u),(a,v)eD aus acu=aov = u=v. Gt dies
far alle Elenente aus P, so hei 3t (P, op ei ne
I i nkskir zbare partielle Hal bgruppe.

(c) Ein Elenent aeP hei 3t idenpotent in (P,op, wenn (a,a)eD
und aca=a i st.

(d) Ein Element aeP heilst isoliert in (P,op, wenn fur alle
uzaeP gilt: (u,a)e¢D und (a,u)¢D

Recht sneutral e und rechtskirzbare El enente seien in zu (a) und
(b) anal oger Art und Weise definiert.
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Definition A2.1.6:

In einer partiellen Hal bgruppe (P,op) heiBt ein Elenment 1eP ein
Neutral el enent, eine Einheit oder eine ldentitat, wenn es
| inks- und rechtsneutral ist. Die Menge aller ldentitaten aus
P sei mt 1p bezeichnet.

Definition A2.1.8:

In einer partiellen Halbgruppe (P,op heilBt ein Elenment ueP
kurzbar, wenn es sowohl links- als auch rechtskirzbar ist.
Sind alle Elenmente aus P kirzbar, dann heilst (P,op eine
kurzbare partielle Hal bgruppe.

Definition A2.1.10:

Sind (P, ) und (P,op) zwei partielle Hal bgruppen, dann hei 3t
(P',-p) genau dann eine partielle Unterhal bgruppe von (P,op),
wenn P ' cP, D =Dn(P xP") und u-v=uov fur alle (u,v)eD.

Da damt die partiellen Operationen und "o" auf P
Ubereinstimen, ist es legitim fir beide Operationen auch das
gl ei che Zei chen zu verwenden.

Satz und Definition A2.1.09:

Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe, P cP und P induktiv
definiert durch PO=P" und P *+1:=Pl{uev: u,veP und (u,v)eD},
dann ist die Menge <P, o>p = U P' bezuglich der (partiellen)

i eNp
Operation "o" abgeschlossen. <P ,.>p heif3t die Menge der
endl i chen Produkte von P* in P bzgl. "o" und ist eine partielle

Unt er hal bgruppe von (P, op).

Definition A2.1.11:

Sind (Pq, oDl) und ( Py, - D2) zwei partielle Hal bgruppen, dann
hei Bt eine Abbildung ¢:P;—>P, genau dann ein Hononorphi snus
(auf partiellen Hal bgruppen), wenn gilt:

(u,v) eDy = (¢(u), ¢(v)) €Dy und ¢(uov) =¢(u) - ¢( V)

Ent sprechend hei 3t ei n Hononor phi snus ei n Mononor phi snus, wenn
¢ injektiv ist und ein Epinorphisnmus bzw. |sonorphi snus, wenn ¢
surjektiv bzw. bijektiv ist und far u,veP; gilt: (¢(u), ¢(v))eb,
= (u,v) eb.

I st D;=P1xP; und Dy,=P,xP,, dann stimt diese Art der Definition
des  Homonor phi snus’ m t der normalen Definition eines
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Hononor phi snus' fir Hal bgruppen Uberein. We dblich ist ein
Hononor phi snus genau dann ei n | sonor phi snus, wenn er
gl ei chzeiti g Mononor phi smus und Epi nor phi snus i st.
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A2.2 Kongruenzen

Gowohl es sich bei den Kongruenzen auf partiellen Hal bgruppen
wi eder um eine Verall geneinerung von Kongruenzen  auf
Hal bgruppen bzw. Guppen handelt, wrd dieser Abschnitt
gesondert her ausgestel | t, da hi er ei ni ge zusat zl i che
Zusamrenhange erarbeitet werden.

Definition A2.2.2:

Ist P eine Menge, dann heil3t pcPxP eine binare Relation.
(Statt (u,v)ep schreibt man auch upv.) p hei 3t reflexiv, wenn
upu fur alle ueP;, symetrisch, wenn mt upv auch vpu gilt;
transitiv, wenn mt upv und vpw auch upw gilt.

Eine binare Relation ~ heiRt Aquivalenzrelation, wenn sie
reflexiv, symetrisch und transitiv ist. Fir ueP heildt
[u] : ={veP:v~u} die Aquival enzklasse von u in P. P/~ ={[u]:ueP}
hei Bt di e Quoti entennenge von P bzgl. ~.

Ist eine Relation ~ transitiv, so sei statt u~v, v~w auch die
abgekur zte Schrei bwei se u~v~w erl aubt .

Definition A2.2.4:

Ist (P,op eine partielle Hal bgruppe, dann hei 3t eine binare
Rel ati on ~cPxP linksvertraglich mt "o", wenn fir u,v,weP gilt:
u~v und weu i st definiert = WV st definiert und
Wou~wWoV. Anal og hei 3t ~ rechtsvertraglich mt "o", wenn far
u,v,weP gilt: u~v und uow ist definiert = vow ist definiert

und UoW~VoW.

Definition A2.2.6:

| st (P,op eine partielle Halbgruppe, dann hei 3t eine
Aqui val enzrel ation ~ auf P, eine Kongruenzrel ation oder einfach

Kongruenz auf (P,op), wenn ~ links- und rechtsvertraglich mt
"o" ist.

Definition A2.2.5:

Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe, ~ eine Kongruenz auf
(P,op, p eine symetrische Teilnenge von ~ und u,veP, dann
hei Bt u bzgl. p direkt dberfdhrbar in v, wenn u=v ist oder es

existieren w;,w'eP mt (w,w')ep und eine der folgenden
Bedi ngungen erfullt ist:



262

(a) u=wy und v=wy'.

(b) 3 wyeP mit u=wgowy und v=wgowy'

(c) 3 weP mt u=wjow, und v=wp' oW

(d) 3 wy, WoeP u=wgowjoy, und v=wgowp' oWy

Der Begriff der Uberfihrbarkeit nmuR vor dem Hintergrund
gesehen werden, dalR jedes Elenent u aus P in ein Produkt u=wgo
Wjo. .. oW, zerlegt werden kann. Damt zeigt sich bei genauerem
Betrachten der Bedingungen (a)-(d), dalR diese gerade so
formuliert si nd, dafid sie das Substitui eren ei ner
zusamrenhdngenden Sequenz von Faktoren in einer Zerlegung von
u beschreiben, wobei die zu ersetzenden Faktoren und die
ersetzenden Faktoren identisch oder bzgl. p aquivalent sind.
(I m Bezug auf die sogenannten sequentiellen Darstellungen der
noch zu definierenden WMnopolyide wrd dies noch genauer
erl autert werden.)

Der Begriff der Uberfihrbarkeit, soll nun noch etwas erweitert
wer den.

Definition A2.2.7:

Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe, ~ eine Kongruenz auf
(P,op, p symmetrische Teil nenge von ~ und u,veP, dann heil3t u
bzgl. p uUberfdhrbar in v (in Zeichen: u2.,), wenn es eine
Folge uq,...,upeP gibt mt u=u;, upFv und far 1<k<m 1 up bzgl.
p direkt Uberfdhrbar in ugyq ist.

Bevor gezeigt werden kann, dafl} -)p ei ne Kongruenz auf (P, op)
ist, sind noch zwei Hi | fssadtze zu bewei sen.

Satz A2.2.9:

Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe, ~ eine Kongruenz auf
(P,op und p eine synmetrische Teilnenge von ~ dann ist =,
eine Kongruenz auf (P,op) und eine Teilnenge von ~ Damt

gel ten fol gende Rechenregel n:
(a) ueP = u-)pu

(b) u2yv = va.u

(c) u-)pv und v-)pw = u-)pw

(d) u2,u" und uov ist definiert =
u'ov ist definiert und uov-)pu' oV

(e) u-)pu' und vou i st definiert =
Vvou' ist definiert und vou-)pvou'

Syntax und Semanti k viseller Datenflusssprachen, Josef Hubl, ww. sss. de



263

(f) u2,u", v>v' und uov definiert =
u' ov' ist cfefi niert und Uov=>,u' ov'.

(9) u2yv = u~v

Es sei an dieser Stelle noch einmal hervorgehoben, dall nach
(b) die Relation "=»," symetrisch ist und somt auch die

Formulierung "u und v sind bzgl. p ineinander Uuberfthrbar"
sinnvol | ist.

Unter den ndglichen, symmetrischen Teil nengen einer Kongruenz
auf (P,op) gibt es besondere, die Basen genannt werden. Dazu
fol gende Definition:

Definition A2.2.11:

Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe, ~ eine Kongruenz auf
(P,op und p eine symetrische Teilnenge von ~, dann heil3t p
eine Basis von ~, wenn =, identisch zu ~ ist, d.h. fir u,veP

ist uw < u-)pv.

Der nachfol gende Satz zeigt, dall die in der Definition einer
Basi s gegebene Bedi ngung etwas verei nfacht werden kann.

Satz A2.2.13:

Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe, ~ eine Kongruenz auf
(P,op und p eine symmetrische Teilnenge von ~, dann ist p
genau dann ei ne Basi s von ~ wenn gilt:

u,veP und u~v = u-)pv.

Nat Grlich existiert zu jeder Kongruenz ~ auf (P,op eine Basis,

da ~ sel bst eine solche definiert. We bei Basen im all genei nen
ublich, ist es jedoch stets das Ziel zu einer Kongruenz eine
nogl i chst kl ei ne Basis angeben zu kdnnen. Dies hangt natdtrlich
entscheidend von der partiellen Halbgruppe (P,op und der
Kongruenz ~ ab und kann nur im Einzelfall untersucht werden.
Al's Vorbereitung fur das Kapitel "Monopolyide" dient dazu
nachf ol gender Satz. Dabei ist IN, die Menge aller naturlichen
Zahl en vereinigt mt O.

Satz A2.2.15:

Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe, ~ eine Kongruenz auf
(P,op, p eine symretrische Teilnenge von ~ und existiert ein
Homonor phi smus | [ (P, op) =(IN,, +) SO, daR far u,veP die

Bedi ngungen (0)-(2) gelten, so ist p eine Basis von ~.

(0) u~v = JulF|v|.
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(1) u~v und Uzl = 3 u,v'.,WweP mt w1, u ~', Wou und
W ov' sind definiert und u-)pu' oW SOW e v-)pv' oW .
(2) u~v und [u=0 = u=>,v.

Definition A2.2.14:

Sind M und M, zwei Mengen, ~ eine Relation auf M, =~ eine
Relation auf M, und p Teilnenge von ~  dann heil3t eine
Abbi | dung ¢: M—>M, auf p relationserhaltend, wenn fur alle

u,veM gilt: upv = ¢(u)=p(Vv).
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A2. 3 Polyide

Definition A2.3.2:

Eine partielle Halbgruppe (P,op) heifBt ein Polyid, wenn zu
jedem ueP ldentitéaten 1, und 1,, existieren mt (1;, u)eD und
(u,1,y) eb. Ein Polyid (P,op) heilst ein Mnoid, wenn es genau
eine ldentitat besitzt. Ein Polyid bzw. Mnoid hei 3t kurzbar,
wenn es als partielle Hal bgruppe kirzbar ist.

Satz A2. 3. 4:

Ein Polyid (P,op) ist genau dann ein Mnoid, wenn (P,oy eine
Hal bgr uppe i st.

Damit stimmt also die hier gegebene Definition eines Mnoids
m t der her kdmm i chen Definition einer Hal bgruppe mt
Neut r al el ement Uberein. )

Wahrend in einem Mnoid alle Ilinks- und rechtsneutralen
El emente identisch sind, gilt dies in einem Polyid im
al | geneinen nicht! Es gilt jedoch fol gender Satz:

Satz A2. 3. 6:

st (P,op) ein Polyid, dann gilt:

(1) Zu jedem ueP existiert genau eine ldentitat 1,,eP mt
1| yeU=u.

(2) Zu jedem ueP existiert genau eine ldentitat 1,,eP mt
uolruzu.

(3) Ist 1p die Menge der ldentitaten von (P,op), dann ist die
Abbi l dung 1;:P-1lp: 1;(u):=1,, bzw 1,: P-olp: 1,(u): =1,
wohl definiert und es ist 1;(uov)=1(u), sowie 1,(uov)=
1,(v).

(4) 1leP ist genau dann ein Neutral el enent, wenn es idenpotent
und links- und rechtskirzbar ist.

(5) (u,v)eb < 1;(u)=1(v)
(6) Jedes isolierte Elenment in (P,op ist eine Identitat.

Definition A2.3.8:

Ist (P,op) ein Polyid und ueP, dann heilst ein u' eP ein Links-
bzw. Rechtsinverses von u, wenn gilt (u',u)eD und u'ou=1,(u)
bzw. (u,u')eD und uou' =1, (u).



266

Satz und Definition A2.3.10:

Ist (P,op ein Polyid und besitzt ueP sowohl ein Links- als
auch Rechtsinverses, so sind alle Links- und Rechtsinversen

von u identisch zu einem Element u-1leP. u-l heiRt das |nverse
von u. Existiert zu u ein Inverses, dann hei Rt u inverti erbar.

In einem Polyid besitzt also ein Elenent entweder kein oder
genau ei n I nverses.

Satz A2.3.12:

Ist (P,op) ein Polyid und u,veP invertierbar, dann gilt:
(1) 1;(u1)=1,(u) und 1;(u-1)=1(u)
(2) (u1)-1=u

(3) (u,Vv)eD = (uov)-1l=v-lou-1?

Definition A2.3.14:

Ist (P,op) ein Polyid (Mnoid), dann heillt eine partielle
Unt er hal bgruppe (P ,oy) ein Unterpolyid (Unternonoid) von
(P,op), wenn (P',op) ein Polyid mt 1lpclp ist.

(Die Bedingung 1pclp ist dabei nicht redundant, da im
al | genei nen nur 1pnP clp gilt.)
Satz A2.3.16:

Ist (P',op) ein Unterpolyid von (P,op), dann ist 1p =1pnP'.

Satz A2.3.11:

Ist (P,op eine partielle Halbgruppe und 1p die Menge der
Identitaten, dann ist (1p,op) mt D :={(u,v)eDn(P' xP )} eine
partielle Unterhal bgruppe von (P,op. Ist (P,op ein Polyid, so
ist (1p,oy) ein Unterpolyid.

Satz und Definition A2.3.13:

Ist (P, oD) ein Polyid, P cP und Up(P) die Mnge aller
Unterpolyide von (P, op, die P ent hal t en, dann i st

<P'>p:= ()|P" ein Unterpolyid von (P,op, das das von P
P" eUp(P")
erzeugte Unt er pol yi d hei 3t . P hei (3t dann auch ein

Er zeugendensyst em von <P' >p.

Syntax und Semanti k viseller Datenflusssprachen, Josef Hubl, ww. sss. de



267

Definition A2.3.14:

Si nd (Pl’%h) und (PZ-[h) zwei Polyide, dann heil3t ein
Honmonor phi smus auf partiellen Hal bgruppen ¢: P;—P, genau dann
ei n Pol yi den- Honmonor phi smus, wenn gilt: U€1p1:3 ¢(U)Elp2
Anal og hei Bt ¢ ein Polyiden- Mononor phi snus bzw. - Epi nor phi snmus
bzw. - | sonor phi snus, wenn o ein Mononor phi snus bzw.
Epi nor phi smus  bzw. | sonorphisnus auf partiellen Hal bgruppen
ist. Ist sowohl (Pl’%n) al s auch (P?'[h) ein Monoid, so hei 3t
¢ entsprechend ei n Monoi den- Hononor phi snus bzw. - Mononor phi snus
bzw. - Epi nor phi snmus bzw. -1 sonor phi snus,

Ei n Pol yi den- Hononor phi snus stellt also eine Erweiterung eines
Hononor phi snus far partielle Hal bgr uppen dar, wobei
Identitéaten auf Identitaten abgebildet werden. Als Spezialfal
davon ware ein Monoi den- Honmonor phi snus ein Hal bgr uppen- Hono-
nor phi snus der das Neutral el enent des einen Mnoids auf das
Neut r al el ement des anderen Monoi ds abbi | det.
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A2. NMonopol yi de

A2.4 Grundl agen ... ... 270
A2.5 Sequentielle Darstellungen ....................... 273
A2.6 Mbonopol yi den- Honmonor phi smen und Ubertragbare

Abbi ldungen .. ... . .. .. 275
A2.7 Uberfihrbare sequentielle Darstellungen und

Substitutionsbasen ....... ... ... .. . ... ... L. 278
A2.8 Vol | konmrene Monopolyide ....... ... .. ... .. .. .. ..... 281
A2.9 Al pha-vol | konmene Monopolyide .................... 283
A2.10 Spezielle symretri sche Substitutionsnengen. 285
A2.11 Nat irli che Monopolyide..................... 289

Bei einem Mnopolyid handelt es sich um eine algebraische
Struktur mt zwei Operationen, die aus einem Mnoid und ei nem
Polyid besteht. Das Ziel dieses Kapitels ist es, ginstige
Kriterien bzw. Methoden angeben zu konnen, die es erlauben
bestimte Abbildungen von einem Erzeugendensystem eines
Monopolyids in ein anderes zu genau einem Monopolyiden-
Hononor phi snus fortzusetzen. Dies fuhrt zur speziellen Klasse

der voll kommenen bzw. o-vol | kormenen Monopol yide. Diese sind
von grofRer praktischer Bedeutung. Um fidr diese Klassen
geei gnete Erkennungsnerkmal e angeben zu kénnen, I st es
not wendi g, detailliert auf sequentielle Dar st el | ungen

symmetri sche Substitutionsnmengen und natdrliche Mnopolyide
ei nzugehen.



270

A2.1 Gundl agen

Vergl eichbar mt der algebraischen Struktur des Ringes, die
aus einer Guppe und einer Halbgruppe besteht, besteht ein
Monopol yi d aus ei nem Monoi d und ei nem Pol yi d.

Definition A2.1.16:

Das Tupel (M x op) soll genau dann ein nonoi dal es Bipolyid oder
kur zer Monopol yid  hei Ben, wenn (M x) ein Mnoid (mt
Neutral el ement 0) und (Mop ein Polyid ist und fol gendes gilt:

(1) Oelpy
(2) f,gely = fxgely

(3) (f,g),(h, e),(fxh, ge)eD < (fog) «( hoe) =(f <h) o g=€)
(4) (f,qg),(h,e)eD = (fxh, ge)eD

Al's nachstes werden einige Beispiele fur Monopol yi de
vorgestel lt.

Satz A2.1.18:

(1) Ist (H +) ein komutatives Mmnoid, so ist (H + +) ein
Monopol yi d.

(2) Ist IN, die Menge der natirlichen Zahlen einschliel3lich O,
dann ist (IN,, +, +) ein Mnopolyid.

(3) Sei fur eine Abbildung f:A->B L(f):=A und R(f):=B. Ist 0
ei ne Menge von Mengen, die bzgl. des cartesi schen Produkts
"xX" (mt Jed als Neutral el ement) abgeschl ossen ist, Fy die
Menge al l er Abbildungen f mt L(f),R(f)ef, O die Abbildung
m t L(0) =R(0) =g, b ={(f, 9) eFxFg: R(f)=L(Q)},
feg: L(f) >R(g) die Abbildung mt (feg)(z):=9(f(z)) bzw
0s0=0 und fxg: L(f)xL(g) >R(f)xR(g) m t (fxg)(y, 2)=
(f(y),9(z)) bzw. fx0=f und O.f=f V feF, dann ist (Fg x )
ei n Monopol yi d.

Es fol gen einige Gundrechenregeln fir Mnopolyide.
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Satz A2.1.20:

Ist (Mx, op ein Mnopolyid und f,g,h,eeM dann gilt:

(1) L, (fx0)=1,(f)-1(g) und 1,(fx9)=1,(f)1,(9)

(2) fx9=(fx1;(9))(1,(f)xg)=(1 (f)xg)(fx1;(9))
(3) (f,g)eD und 1ely = (14, 1.9) eD und (fx1, g«1) eD.

(4) (f,g)eD und 1elpy = (fog)«1=(fx1)o(gxl) und 1«(fog)=

(1) o( 1x9) _ _ _
(5) Sind f und g bzgl. "o" invertierbar, so ist (fxg)-1=f-1.g-1.
(6) (f,g), (h,e)eDb, 1lely; und fog=hoe =

(1) o(1xg) =(1xh) o(1xe) und (fx1)o(gxl)=(hx1)o(exl).
In Fornmel (5) darf nicht Ubersehen werden, dall sich das
I nverszei chen "hoch -1" auf die Operation "o" Dbezieht.
Verwendet man statt dem Operationszeichen "x" das Zeichen "+",
so andert sich (5) zu (f+g)-1=f-1+g-1, wonmit die Aussagekraft
di eser Fornel noch deutlicher hervortritt, da im Korper der
reellen Zahlen im allgeneinen (f+g)-1#f-1+g-1 ist. (Man
vergl eiche dazu auch mt der Fornel Satz A2.3.12 (3), in der
bei m Auf |l 6sen der Kl ammern di e Operanden vertauscht werden.)

Definition A2.1.4:

Ein Mnopolyid (Mx, op) heilst kidrzbar, wenn sowohl das Monoid
(M) als auch das Polyid (Mop) kurzbar sind.

Definition A2.1.6:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, dann heilst (M, oy) genau dann
ein Unternonopolyid von (Mxop, wenn (M,x) ein Unternonoid
von (Mx) und (M,oy) ein Unterpolyid von (Mop ist. Ein

Unt ernonopolyid M von M heilst ein echtes Unternonopolyid,
wenn M #M i st.

Satz A2.1.7:
Ist (M~ op) ein Mnopolyid und McM mt Neutral el enenten, dann

ist (M,x, op) genau dann ein Unternonopolyid von (Mx, op), wenn
M bzgl. "x" und "o" abgeschl ossen und 1y,clyist.

Satz A2.1.9:

| st (M x, op) ein Monopol yi d, SO i st (1 % op) ein
Unt er nonopol yid von (M x, op).
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Satz A2.1.11:

Ist (Mx,op) ein Mnopolyid, so bildet die Mnge aller in-
vertierbaren Elemente Ml:={feM f ist bzgl. "o" invertierbar}
ei n Unterrmonopolyid von (Mx, op) mt 1M1,

Es folgen einige Satze und Definitionen, die der Vorbereitung
der Ei nf Uhrung von Erzeugendensystenen di enen.

Satz und Definition A2.1.11:

Ist (Mx op) ein Mnopolyid und McM mt Neutral el ementen, dann

st <M, x, o>\ =<<M , x>\ o> bzgl. "' und "o" abgeschl ossen.
<M, x, o>\ hei Bt die Menge der endlichen Produkte von M in M
bzgl. "x" und "o" und ist ein Unternonopolyid von (M x, op).

Satz und Definition A2.1.13:

Ist (Mx op) ein Mnopolyid, McM und U M) die Mnge aller

Unt er monopol yide von (Mxop), die M enthalten, dann st

<M > = ﬂ M' ein Unternonopolyid von (Mx oy, das das von
M eUpn( M)

M erzeugte Unternonopolyid heifBt. M heilBt dann auch ein

Er zeugendensyst em von <M >

Er zeugendensystene werden im weiteren Verlauf noch eine
wi chtige Rolle spielen.
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A2.2 Sequentielle Darstell ungen

Im Prinzip stellen sequentielle Darstellungen 3xn-Matrizen dar
deren Koeffizienten mt El enenten aus ei nem Monopol yid beset zt
sind (we nachfolgende Definition zeigen wrd). Der Nane
"sequentielle Darstellung" ist dabei en Verweis auf die
Mgl i chkei t ein El enment des Mnopolyids in der Form
( 1; 1><f 1><1b1) 0. ..o 1; nxf nxlbn) dar zust el | en.

Definition A2.2.15:

Ist (Mxop ein Mnopolyid, dann heilBt eine 3xn-Mtrix

1[1 lm
S=|f, .. f

Ly L,
1<i<n  und  1,( 14 Fi<2pi) =2 (Ltj+1Fi+1x1pi+y) fUr 1<i<n-1. Die
Menge Kern(S):={f;: 1<i<n} hei &t der Kern von S, L(S):=n heil3t
die Lange von S und opS): =(1;1xf 1x1p1) o . . o( 1t p<f 1x1pn) hei Bt der
Wert von S Ist oS)=f, dann heif3t S auch eine sequentielle
Darstellung von f. S(i) sei als die j-te Spalte von S

definiert. Ist McM mt 1M, so sei S(MM) als die Mnge
all er sequentiellen Darstellungen S mt Kern(S)cM definiert.

ei ne sequentielle Darstellung, wenn 1, 1pj €lpy fur

Definition und Satz A2.2.17:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, McM mt 1,cM und S, S eS(MM),
dann heifRen S und S aquivalent (in Zeichen S~§ ), wenn
oM S)=o\(S') ist. Dabei definiert die Relation "~" eine
Aqui val enzrel ati on auf S(MM).

Ist S eine sequentielle Darstellung, so kann also o\(S) in der
Form oy S)=(1;1xf 1x1p1) 0. . . o( 1t oxf px1p,) dargestellt werden. G bt
es ungekehrt zu feMeine Darstellung der Form f=(1;xf 1x1p1)o...0

(i pf ndpn) mMt 145, 1p€lyy so kann daraus unmttel bar eine
Matrix S obiger Form gewonnen werden so, dalB S eine
sequentielle Darstellung von f ist. Da f=0«fx0 ist, ist Kklar,

dal zu jedem feM eine sequentielle Darstellung existiert.
Di ese Aussage kann jedoch noch genauer spezifiziert werden.

Satz A2.2.4:

Ist (Mx, op) ein Mnopolyid und McM ein Erzeugendensystem von
(Mx,opp mt 1LycM, so existiert fur jedes feM eine
sequentielle Darstellung SeS(MM) mt o(S)=f.
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Al's néachstes sollen die Operationen des Monopolyids auf die
Menge S(M M) dbertragen werden.

Definition und Satz A2. 2. 6:

Ist (Mx, op ein Mnopolyid, 1)eMcM S, S eS(MM) mt

L, L, L, L'
S=(f, .. f, |, S=f' .. f.
L L, L Lo’
und f Or 1I’ ( 1t nxf nxlbn) :1| ( 1t 1I «f 1I xlbll )
L, L L Lo’
SoS = f, .. f, f .. )], dann ist (S(MM),o) mt

1 Lo Ly Lom'
B ={(S,S)eS(MM)XS(MM): 1,(1indf n<1pn) =1 (i1 <f1" x1p1' )} eine
partiell e Hal bgruppe.

Definition und Satz A2.2.7:

Ist (Mx, op ein Mnopolyid, 1h)eMcM S, S eS(MM) mt

1, 1, 1, 1
S=[f, .. f. |, S=/f .. f'| und
L, 1, L, 1,
1, L, Iexly  losdy
SS:=| f, .. f f'r . f | mit
Lol Lyod Ly 1y’

10:=1,(1¢q1 «f 1" x1py') und 1g =1,(1{<f x1p,), dann ist (S(M M), %)
ei ne Hal bgruppe.

Es ist leicht einzusehen, dalR die Menge S(MM) mt den
Qperationen "x" und "o" leider kein Mnopolyid bildet, da zum
Bei spi el kei ne l'inks- und recht sseitigen | dentit aten
exi stieren. Man kann jedoch |eicht zei gen, dal  bei

ent sprechendem  Zusammenf assen zZu Aqui val enzkl assen ein
Monopol yi d gebi | det werden kann.
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A2. 3 Monopol yi den- Hononor phi smen und
ubertragbare Abbil dungen

Di e strukturerhaltenden Abbildungen im Bezug auf Monopolyide
sind di e Monopol yi den- Honmonor phi snen.

Definition A2.3.9:

Sind (M, x oDl) und (M, +, - D2) zwei Monopol yi de, dann hei 3t eine
Abbi | dung ¢: Mf—M, genau dann ein Monopol yi den- Homonor phi snus,
wenn ¢ sowohl bzgl . "t als auch "o" ein Polyiden-
Hononor phi snus i st. Anal og hei 3t o ein Monopol yi den-

Mononor phi snus bzw. - Epi nor phi smus bzw. -1 sonor phi snus, wenn ¢
sowohl bzgl. "x" als auch "o" ein Polyiden-Mnonorphi snus bzw.

- Epi nor phi smus  bzw. -Isonorphisnmus ist. ¢ heil3t der triviale
Monopol yi den- Hononor phi snmus, wenn ¢(f)=0 V feM ist.

Satz A2.3.11:

Ist (Mx) ein Mnoid, (Moy ein Polyid, (N§,+,-D2) ein
Monopol yid und ¢: M>M, sowohl ein NMonoiden-Isonorphi snus bzgl.
"x" als auch ein Polyiden-Isonorphisnus bzgl. "o, so ist
(M, op) €in zu (M, + - D2) i sonor phes Monopol yi d.

Sind zwei Monopolyide (M, x, o ) und (M, + 'Dz) gegeben, so ist
es manchmal von besonderem Interesse ei'nen Mnopol yi den-
Honmonor phi snus angeben zu koénnen, der jedem Elenent aus M, ein
El ement aus M, zuordnet. Nachfol gend w rd darauf hingearbeitet
zu kl aren, welche Bedi ngungen das Monopolyid (M, x, oDl), ei ne

Tei | mrenge M{' <M, und eine Abbildung ¢' :M'—>M erfullen nissen,

damt, ¢ zu genau einem Hononorphismus ¢: M—>M fortgesetzt
wer den kann.

Satz und Definition A2.3.4:

Sind (Mxop und (M, - DZ) zwei Monopolyide, McM mt 1M,

dann muf3 eine Abbildung ¢ :M—>M, die zu genau einem
Monopol yi den- Hononor phi snus fortsetzbar i st, f ol genden
Bedi ngungen geniigen:
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(FO) ¢'(0)=0 wund far f,gely = ¢'(f),¢'(g)€1|\/b. sow e ¢ (fxg)=
¢ (f)+¢' (9)
(F1) (f,9)eDAMxM = (¢ (f),¢' (9)) €Dy

¢ hei 3t dann die M ninmalvoraussetzungen zur Fortsetzung zu
genau ei nem Monopol yi den- Honmonor phi snmus erf il | end.

Schei nbar ohne Zusammenhang werden nun die (auf sequentielle
Dar st el | ungen) Ubertragbaren Abbil dungen eingefihrt. Aber
schon mt dem nachsten Satz zeigt sich die verbl uffende
Aqui val enz von ubertragbaren Abbildungen und solchen, die die
M ni mal vor ausset zungen zur Fortset zung zZu genau ei nem
Monopol yi den- Hononor phi snus erf dl | en.

Definition A2.3.7:

Sind (Mx,op und (M,+, - D2) zwei Monopolyide, McM mt 1M,
dann hei 3t eine Abbildung ¢ :M —>M (auf die sequentiellen
Dar st el | ungen) dbertragbar, wenn sie die Bedingungen (1)-(4)
erfallt:

(1) ¢ (0)=0.
]11 1(n L ¢I(ltl) ¢I(lm)

(2) S=|f, . f,|eS(MM) = §7(S):=| ¢() .. ¢(,)|eS(M)
L L ¢' (1) ¢'(1n)

(3) S,S eS(MM) = ¢ (SS)=¢"(9+¢"(S)
(4) S,S eS(MM) und (S, S)es = (9 (9),

Satz A2.3.9:

Sind (Mx,op und (M, - D2) zwei Monopolyide und McM mt
1y =M, dann ist eine Abbildung ¢ :M —>M genau dann eine (auf
di e sequentiellen Darstellungen) Ubertragbare Abbildung, wenn
sie die Mnimlvoraussetzungen zur Fortsetzung zu genau ei nem
Monopol yi den- Hononor phi snus erfil | t.

Nat Grlich erfullt j eder Monopol yi den- Hononor phi snus di e
M ni mal vor ausset zungen zur Fortset zung Zu genau ei nem
Monopol yi den- Hononor phi snus und ist damt eine Ubertragbare
Abbi | dung. Mt nachfol gender Definition und Satz kommt man dem
Zi el , Monopol yi den- Honmonor phi smen zu konstrui eren, bereits in
grei f bare Nahe.
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Definition A2.3.10:

Sind (Mxop und (M, - DZ) zwei Monopolyide, McM mt 1M,
dann hei 3t ei ne ubertragbare Abbi | dung ¢ M ->M
aqui val enzerhal tend, wenn ¢' relationserhaltend ist, d.h. fr
S, S eS(MM) gilt: S~ = ¢'(9~9'(S).

Satz A2.3.12:

Sind (Mxop und (M,+, - D2) zZwei Monopol yi de, McM ein
Er zeugendensystem von (Mx,op mt 1y,cM und ¢':M —>M eine
aqui val enzer hal t ende, Ubertragbare Abbil dung, dann |aft sich ¢
zu genau ei nem Monopol yi den- Hononor phi snus ¢: M>M, fortsetzen.

Im al | genei nen mu3 jedoch nicht unbedi ngt gezeigt werden, dal
¢" fur die gesamte Aquivalenzrelation "~" relationserhaltend
ist. I'mnéachsten Abschnitt wird gezeigt, daR geniigt, daR ¢' auf
ei ner Basis (von "~") relationserhaltend ist.
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A2.4 Uberfihrbare sequentielle Darstellungen
und Substituti onsbasen

In di esem Abschnitt wird nach einem Kriterium gesucht, mt dem
festgestellt werden kann, ob eine Ubertragbare Abbil dung
aqui val enzerhal tend i st.

Definition A2.4.2:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, McM mt LM und p eine
Tei | mrenge von S(MM)xS(MM), mt den Eigenschaften:

(1) (S S)ep = o) =o(S)
(2) (S,S)ep = (S.,9ep

Dann hei 3t p eine symetri sche Substitutionsnmenge von S(MM).

Definition A2.4.4:

| st (M x, op) ein Monopol yi d, McM mt 1M, p eine
symetri sche Substitutionsnenge von S(MM) und S, S eS(MM),
dann hei 3t S bzgl. p direkt dberfihrbar in S, wenn S=S ist
oder zwei sequentielle Darstellungen S;,S;'eS(M M) existieren
mt (S;,S;")ep und eine der fol genden Bedi ngungen erfallt ist:

(a) S=S; und S' =S;'.

(b) 3 SpeS(M M) mt S=SpeS; und S =SpoS;'

(c) 3 SeS(MM) mt S=S;0S, und S' =S;' S,

(d) 3 Sy, SeS(M M) S=530S10S, und S =S50S;" oS,

Definition A2.4.6:

| st (M x, op) ein Monopolyid, McM mt 1M, p eine
symetri sche Substitutionsnenge von S(MM) und S S eS(MM),
dann hei 3t S bzgl. p uberfuhrbar in S (in Zeichen: S-)pS' ),
wenn es eine Folge von sequentiellen Darstellungen S, ..., Sye
S(MM) gibt mt S=S;, S, S und fir 1<ks<m 1l Sy bzgl. p direkt
uberfuhrbar in Sgyq ist.

Bei genauerem Betrachten der Bedi ngungen (a)-(d) zeigt sich,
dalR diese gerade so fornuliert sind, dall sie das Substituieren
ei ner zusamenhangenden Fol ge von Spal t en in ei ner
sequentiellen Darstellung Dbeschrei ben. Eine sequentielle
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Darstellung ist also genau dann bzgl. p in eine andere direkt
uber f Ghr bar, wenn sich bei de in ei ner Fol ge von
zusamenhdngenden Spalten unterscheiden und diese ihrerseits

ein Paar von aquivalenten, sequentiellen Darstellungen aus p
definieren. Witer ist eine sequentielle Darstellung in eine
andere (all genein) uberfihrbar, wenn es eine Folge von sol chen
el enentaren Substitutionen gibt.

Im Ungang mt  uberf Uhrbaren, sequentiellen Darstellungen
gelten damt fol gende Rechenregel n:

Satz A2.4.8:

| st (M x, op) ein Mnopolyid, McM mt 1eM, p eine
symetri sche Substitutionsnmenge von S(M M), dann gilt:

(a) SeS(MM) = S5
(b) S, = S 2.5
(c) S, und S 3,8 = SIS

(d) S2,S und SS" ist definiert =
S oS" ist definiert und SoS" -)pS' oS"

(e) S-)pS' und S"oS ist definiert =
S"oS ist definiert und S oS-)pS" )

(f) S12,S1", S2,S" und S10S; definiert =
Sll 082I ist definiert und 810829‘)81' 082I .

(9) S?,5 = oS =oyS)

Es sei an dieser Stelle noch einmal hervorgehoben, dall nach

(b) die Relation "=»," symetrisch ist und somt auch die

Formulierung "S und S sind bzgl. p ineinander Uuberfthrbar"
sinnvol |l ist. Besonders erwdahnenswert ist auch, dalR nach Regel
(g) je zwei bzgl. p ineinander Uberfihrbare, sequentielle
Dar st el | ungen aquival ent sind. Cbwohl oder gerade weil die

Urkehrung di eser Aussage im allgeneinen nicht gilt, ist gerade
di eser Fall von Bedeutung. Dazu fol gende Definition:

Definition A2.4.10:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, McM mt L,cM und p eine
symetri sche Substitutionsnmenge von S(M M), dann hei 3t p eine
Substitutionsbasis von S(MM), wenn gilt: S S eS(MM) und
o S)=o(S') = SIS

Vergleicht man diese Definition mt Definition A2.2.11, so
stellt man fest, dalR einer Substitutionsbasis von S(MM)
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gerade eine Basis von "~" entspricht. Deshalb kann auch hier

festgestellt werden, dall zu jeder Teilnmenge McM mt 1M
eine Substitutionsbasis von S(MM) existiert, da die Mnge

{(S,S)eS(MM)XS(MM): ofS)=oS')} ger ade ei ne sol che
definiert.

Mt der nachsten Definition bzw. mt dem nachsten Satz ist das
Ziel dieses Abschnittes erreicht. Letzterer begrindet auch die
besonder e Bedeutung von Substituti onsbasen.

Definition A2.4.12:

Sind (Mx, op) und (M,+, - D2) zwei Monopolyide, McM mt 1M
und p eine symetrische Substitutionsnmenge von S(M M), dann
hei 3t ei ne Ubertragbare Abbi | dung ¢ M ->M auf o
aqui val enzerhal tend, wenn ¢' auf p relationserhaltend ist, d.h.
(S,S)ep = ¢ (9~ (S).

Satz A2.4. 14:

Sind (Mxop und (M, +, - D2) zZwei Monopol yi de, McM ein
Er zeugendensyst em von (M x, op) m t 1veM p ei ne
Substitutionsbasis von S(MM) wund ¢ :M->M eine auf p
aqui val enzer hal t ende, Ubertragbare Abbil dung, dann | aBt sich ¢
zu genau ei nem Monopol yi den- Hononor phi snus ¢: M>M, fortsetzen.

Der Vorteil obigen Satzes gegenuber Satz A2.3.12 liegt nicht
nur darin, dal von der Abbildung ¢ nur gezeigt werden nuf3, dal3
sie auf p aquivalenzerhaltend ist. Dardber hinaus kann die

Substitutionsbasis p unabhdngig von ¢ definiert bzw. ermttelt
wer den.

Unter den Substitutionsbasen von S(M M) sind gerade solche
von besonderem | nteresse, auf denen jede Ubertragbare
Abbi | dung aqui val enzerhaltend ist. D es fuhrt direkt zu den

vol | komrenen bzw. a-vol | konmenen Monopol yi den.
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A2.5 Vol | konmene Monopol yi de

Vol | konmrene bzw. Hot z' sche Monopol yi de stellen den

al l geneinsten Fall von o-voll komenen Monopolyiden dar, auf
di e spater noch ei ngegangen w rd.

We bereits angedeutet, sol | es in einem vollkomrenen
Monopol yi den noglich sein, jede Ubertragbare Abbildung zu
genau ei nem Monopol yi den- Hononor phi snus fortzusetzen. Dazu
fol gende Definition:

Definition A2.5. 16:

Ist (Mx,op) ein Mnopolyid, dann heilst eine Menge McM mt
1ycM ein voll komenes Erzeugendensystem von (M x, op), wenn fur
jedes Mnopolyid (M,+, - DZ) jede Ubertragbare  Abbil dung
¢ M ->M Zu genau el nem Monopol yi den- Hononor phi snus
01 (M %, op) >( M, +, - D2) fortgesetzt werden kann (d.h. ¢y =¢").
Besitzt ein MnopoOlyid ein voll kormmenes Erzeugendensystem so
hei Bt es ein voll kormenes bzw. Hotz' sches Mnopol yi d.

Die Bezeichnung "Hotz'sches Mnopolyid® wrd verwendet um
dar auf hi nzuwei sen, dalR sich G Hotz in [HOT74] als erster mt
freien X-Kategorien wund damt inplizit mt voll komenen
Monopol yi den ausei nander geset zt hat.

G eich der nadchste Satz zeigt, dall ein voll kormmenes
Er zeugendensyst em not wendi ger wei se i mer auch ein
Er zeugendensystem im Sinne von Satz und Definition A2.1.13
sein nmuf3. Dami t wird nachtraglich di e Bezei chnung

"(vol | komrenes) Erzeugendensystent gerechtfertigt.

Satz A2.5. 18:

Ist M ein voll kommenes Erzeugendensystem eines Mnopolyids
(M x, op), dann ist <M >&M

Un aus Satz A2.4.14 ein geeignetes Kriterium fidr voll komene
Monopol yi de entw ckeln zu koénnen, ist zuvor noch eine weitere
Definition notwendig.

Definition A2.5. 20:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, McM mt L,cM und p eine
symetri sche Substitutionsnmenge von S(M M), dann hei 3t p eine
vol | komrene Substituti onsnenge von S(MM), wenn | ede

ubertragbare Abbildung ¢':M —>M in ein Mnopolyid (M,+, - D2)
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auf p @&aquivalenzerhaltend ist. Ist p daridber hinaus eine
Substitutionsbasis von S(M M), dann hei 3t p eine voll komene
Substitutionsbasis von S(MM).

Dam t er hal t man  f ol gendes Kriterium fdur vol | konmene
Monopol yi de:

Satz A2.5.22:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, McM ein Erzeugendensystem von
(Mx,op) mt 1M und p eine voll komene Substitutionsbasis
von S(MM), dann ist M ein voll kommenes Erzeugendensystem
und

(M x, op) ein voll konmenes Monopol yi d.
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A2.6 Al pha-vol | kormene Monopol yi de

Bei «a-vol |l konmenen Monopolyiden handelt es sich um eine

Ver al | genei ner ung der vol | komrenen bzw. Hot z' schen
Monopol yi de. Dabei wird ni cht gef ordert, dafid alle
Ubertragbaren  Abbildungen zu genau einem Monopolyiden-
Hononor phi snus fortgeset zt wer den kénnen, sondern nur

di ej eni gen Ubertragbaren Abbil dungen, die eine bestimte Menge
o von Bedi ngungen erfillen. Cowohl nachfol gend i mmer von einer
ganz besti mt en Menge o (namich

o={(al),(a2)}) ausgegangen wrd, gelten jedoch nachfol gende
Definitionen wund Satze fur beliebige solche Mengen von

Bedi ngungen. Insbesondere gilt dies fiur o=d. In diesem Fall
erhalt man die im letzten Abschnitt besprochenen vol |l kommenen
Monopol yi de. Es folgen also nun Verall genei nerungen der
Definitionen und Satze des | etzten Abschnitts.

Definition A2.6.8:

Sind (Mxop und (M, - DZ) zwei Monopolyide, McM mt 1M,
dann hei 3t ei ne Ubertragbare Abbildung ¢': M —M a-Ubertragbar,
wenn si e die fol genden Bedi ngungen erfullt:

(al) Ist U ein echtes Unternonopolyid von M mt 1,cUcM, so
ist die Restriktion ¢' |y ein Monopol yi den- Hononor phi snus.

(02) 1;, 1", 1y, 1y €ly feM, P1, PreM invertierbar und
1xdslp = pro( L' fsdp )opprl = ¢ (1) (f)+¢' (1p) =
o' (P1) - (¢ (1¢" )+ (F)+4' (1p')) ¢ (P2 Y).

Ist M#M so ist in der Bedingung (al) die Forderung "Uist ein

echtes Unternonopolyid von M dberfl issig, da UcM. Ist jedoch
M=M und man laft diese Forderung wegq, so wirde in
nachf ol gender Definition aus j edem Monopol yi d ein

o-vol | kommenes W©Monopolyid. Dies wird durch diese zusatzliche
For derung ver hi ndert.

Definition A2.6. 10:

Ist (Mx,op) ein Mnopolyid, dann heilst eine Menge McM mt
1\ cM ein a-voll komrenes Erzeugendensystem von (Mx, op), wenn
fur jedes Mnopolyid (M,+, - DZ) j ede a-Ubertragbare Abbil dung
¢ M ->M Zu genau ei nem Monopol yi den- Hononor phi snus
d: (M x, op) >(M, +, - D2) fortgesetzt werden kann (d.h. ¢ly=¢").
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Besitzt ein Monopolyid ein o-voll komenes Erzeugendensystem
so hei 3t es ein a-voll komenes Mnopol yi d.

Der nachste Sat z zei gt, dai ein o- vol | komrenes
Er zeugendensyst em not wendi ger wei se i mer auch ein
Er zeugendensystem im Sinne von Satz und Definition A2.1.13

sein mufR. Damt wrd nachtraglich die Bezeichnung "(a-
vol | konmenes) Erzeugendensystent gerechtfertigt.

Satz A2.6.12:

Ist M ein o-voll komrenes Erzeugendensystem ei nes Mnopol yids
(M x, op), dann ist <M >&M

Bevor nachfol gend fir o-voll kormene Mnopol yi de ei n geei gnetes
Kriterium angegeben werden Kkann, ist noch eine weitere
Definition notwendig.

Definition A2.6. 14:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, McM mt LM und p eine
symetri sche Substitutionsnmenge von S(M M), dann hei 3t p eine

o-vol | konmene  Substitutionsnmenge von S(MM), wenn | ede
o- Ubertragbare Abbildung ¢':M —->M in ein Mnopolyid (M, - D2)
auf p @&aquivalenzerhaltend ist. Ist p daridber hinaus eine
Substi tutionsbasis von S(MM), dann hei 3t p ei ne

a- vol | konmene Substitutionsbasis von S(MM).

Das Kriteriumfir a-voll konmene Monopol yide |autet damt:

Satz A2.6. 16:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, McM ein Erzeugendensystem von
(Mx,op) mt 1M und p eine a-voll kommene Substitutionsbasis
von S(MM), dann ist M ein a-voll kommenes Erzeugendensystem
und (M x, op) ein a-voll kommenes Monopol yi d.
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A2.7 Spezielle symetrische Substitutionsnengen

WIl mn zeigen, dall eine bestimte, Ubertragbare bzw.
o- Ubertragbare Abbildung ¢ auf einer Substitutionsbasis p von

S(M M) &quival enzerhaltend ist, so kann man p in nehrere
(di sjunkte) symetrische Substitutionsnmengen von S(M M)
zerlegen und den Beweis fir jede Teilnmenge getrennt fuidhren.

Aus diesem Grund ist es nutzlich gerade sol che Teil nengen von p

zZu kennen, di e ei ne vol | kommene bzw. a- vol | kommene
Substi tuti onsnmenge defi ni eren.

Definition A2.7.18:

Ist (M=x op) ein Mnopolyid, McMmt 1,cM und S, S ,S" eS(MM)

L L L, I,
mt S=|f, f,|, S=[f | und S'=|f,|, dann hei 3t das Paar (S, S)
Li Ly L Ly

bzw. (S',S) eine Rechtskirzung bzw Rechtserweiterung in

S(MM), wenn foely ist. Unrgekehrt hei 3t das Paar (S, S") bzw
(S',S) eine Linkskurzung bzw. Linkserweiterung in S(MM),

wenn fqielyist.

Die Bezeichnungen in obiger Definition sind ein Hnweis

darauf, dalR die Werte von o(S), oS ) und o S") entsprechend
durch Kirzen bzw. Erweitern ineinander uberfihrt werden
kénnen, w e aus dem Beweis zu nachfol gendem Satz ersehen
wer den kann.

Satz A2.7.20:

Ist (M=x op) ein Mnopolyid, McMmt 1M, dann ist die Menge
px(M) aller Rechts- und Linkskirzungen bzw. -erweiterungen in
S(M M) eine voll komrene Substitutionsnenge von S(MM).

Satz A2.7.22:

Ist (Mx,op) ein Mnopolyid, McM mt 1,cM, SeS(MM) mt
0

Kern(S)cly dann ist S bzgl. px(M) uberfihrbar in S :=|w,(S|.
0
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Definition A2.7.24:

Ist (Mx op) ein Mnopolyid, McM nmit 1L,cM und S, S eS(MM)

L L L' L&
mt S=|f, f,| und S =|f, f |, dann hei Bt das Paar (S,S ) eine
Li Ly L' L

Vertauschung in S(M M), wenn (a) oder (b) gilt:

(a) 1i1' =142, 1lpp'=1p; und es existiert ein 1pely mt der
Ei genschaft 1;1=1;2x1;(f2)x1ly 1p2=1md (1) x1p1,
1i2" =121, (f2) xIm und 1pp" =1y (1) x1pg.

(b) 1;5' =11, 1p1'=1p, und es existiert ein 1pely mt der
Ei genschaft 1;5=1;1x1,(f 1)1y 1p1=1md (T 2) x1p2,
11" =1 1xdy (F 1) <l und 1pp" =1y (T ) <.

Die im Fall (a) bzw. (b) angegebenen d ei chungen kdénnen etwas
anschaulicher in Matrizenform dargestellt werden, in dem man
fordert:

1, <4 (f,) 1, 1,
S= f, f, und

lbl lrn x lr (fl) 1b1

1, 1. +L(f,) 1,
S = f, f,

I, <, (f1) 1, 1

bzw.

1 L4 (f) 1,
S= f, f, und

I, x:|1(f2) 1, 1,

L4 (f) 1, 1y
S = f, f

1b2 lm X]T(fz) 1b2

D e Bedi ngungen der Eigenschaft (a) bzw. (b) schei nen zunachst
absol ut will karlich gewahlt Zu sein. Tatséchlich aber
garantieren sie, dalR wunter ausschlielllicher Anwendung der
Monopol yi d- Axi ome S~S' und ¢'(S)~6'(S') folgt, wie i mBeweis zu
fol gendem Satz gezei gt wrd.
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Satz A2.7.26:

Ist (M=x op) ein Mnopolyid, McMmt 1M, dann ist die Menge
py(M) aller Vertauschungen in S(MM) eine vollkomene
Substituti onsnmenge von S(M M).

Definition A2.7.28:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, McM nmt 1,cM, S S eS(MM) und

existiert ein echtes Unternonopolyid U von M mt 1,cUcM,
0

Kern(S)cU und S =| (S|, dann heilBt das Paar (S,S') eine
0

Verschnel zung in S(MM). Analog heil3t das Paar (S ,S) eine
Zerlegung in S(MM).

Satz A2.7. 30:

Ist (Mx,op) e€in Mnopolyid und McM mt 1, =M, dann ist die
Menge pz(M) aller Zerlegungen und Verschnel zungen in S(M M)
ei ne a-vol |l kormene Substitutionsnenge von S(MM).

Satz A2.7.32:

Ist (Mx,op) e€in Mnopolyid, McM nmt 1M und 1y das einzige
echte Unternmonopolyid U von Mmt 1,cUcM, dann ist die Menge

pz(M) aller Zerlegungen und Verschnel zungen in S(M M) eine
vol | konmrene Substituti onsnmenge von S(M M).

Definition A2.7.34:

Ist (M~ op ein Mnopolyid, McM nmit MIcM und S, S eS(MM),
dann hei 3t das Paar (S,S') eine Uberbrickung in S(MM), wenn
(a) oder (b) gilt:

(a)
0 1, 1, 0
S=|g, f |, S=f 9,|, und g; und g, sind invertierbar
0 1, 1, 0
mt gyo( 1t oxf <1pp) =(1¢ 1-f x1py) oQo.
(b)
1, O 0 1,
S=|f g,| und S ={g, f |, und g; und g, sind invertierbar
1, O 0 1,

mt (11 x1pg) 092=g10( 1 oxf x1p2) .
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Satz A2.7. 36:

Ist (Mx, op ein Mpnopolyid, McM nmit MIcM, dann ist die

Menge pg(M) aller Uberbrickungen in S(M M) eine a-voll komene
Substi tuti onsnmenge von S(M M).
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A2.8 Nattrliche Mnopolyide

Definition A2.8.38:

Ein Mnopolyid (Mxop) heilBt genau dann ein natdrliches

Monopol yi d, wenn ein nicht-trivialer Monopol yi den-
Hormonor phi snus || | (M x, op) >(IN,, +, +) existiert.
Nachfol gend gilt das besondere Interesse deshalb den

nat irli chen Mnopolyiden, da diese es ernbglichen "handsane"
Kriterien fiar Substitutionsbasen festzul egen.

Der nachfol gende Satz zeigt, dalR jeder nicht-triviale
Monopol yi den- Homonor phi smus || ||: (M x, o) =>(IN,, +,+) ein echtes
Unt er nonopol yid von Mdefiniert.

Satz A2. 8. 3:

Ist (Mxop ein Mnopolyid und | [ (Mx op —=>(IN,+,+) ein
Monopol yi den- Hononor phi snus, dann ist Mol ={feM |f|=0} ein
Unt er monopol yid von M nmit 1,cM1cMOl |st daruber hinaus | || ein

nicht-trivialer Mnopolyiden-Hononorphisnus, so ist Mol ein
echtes Unt er nonopolyid von M

Ausgehend von Sat z A2.2.15 i st es nogl i ch far
Substituti onsbasen von natirlichen Mpnopolyiden "handsane"
Kriterien angeben zu konnen.

Satz A2. 8. 8:

| st (M x, op) ein Monopol yi d, | 1I: (M %, op) >(IN, +, +) ein
Monopol yi den- Hononor phi snus, McM nmit MM und p eine
symmetrische Substitutionsnenge von S(MM) mt pz(M)cp und
der Ei genschaft:

(1) S1, S$eS(MM), o Sy) 21 und o[ Sp) =o( Sp) =
3 Sy, S, S eS(MM) nit [lofSp' )21, o S ) =or Sy ),
Sy’ 0Sp' und Sy' oSp' sind definiert und S;9,S;" Sy’ sowie
S$P,S) oSy’ .
So ist p eine Substitutionsbasis von S(MM).

Die nachsten Satze stellen das Ziel aller Benihungen dar. Mt
i hnen kann bew esen werden, dall bestinmte Unternonopolyi de des

Monopol yi ds der geordneten Subzentren-Netzwerke ao-voll komene
Monopol yide sind und ein von 1y verschiedenes vollkomenes
Unt er nonopol yi d exi stiert.
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Satz A2.8.11: (fudhrt zum 2. Hauptsat z)

Ist (Mx op) ein Mnopolyid, | [:(Mx op)—=>(IN, +, +) ein nicht-
trivialer Monopolyiden-Hononorphisms, McM nit MocM  und
erfallt p:=px(M)upy(M)upz(M)upg(M) di e Bedi ngung:

(1) S1. $eS(MM), [ Sp) 21 und of Sp) =o Sp) =
35,5 ,S eS(MM) nit [lofSp' )21, ofS')=oS"),
Si' oSp' und Sy' oS’ sind definiert und S;9,S;" Sy’ sowie
829‘:)82' OSOI .
so ist p eine a-voll kommene Substitutionsbasis von S(MM). Ist
dariber hinaus M ein Erzeugendensystem so ist M ein
o- vol | komrenes Er zeugendensyst em und (M x, op) ein
a- vol | komrenes Monopol yi d.

Der folgende Satz stellt einen Spezialfall von Satz A2.8.11
dar.

Satz A2.8.13: (fuhrt zum 1. Hauptsatz)

Ist (Mx op) ein Mnopolyid, | [:(Mx op)—=>(IN, +,+) ein nicht-
trivialer Mnopolyiden-Honmonorphismus mt Mo=1,, McM nit
1yeM und erfallt p:=px(M)upy(M) die Bedi ngung:

(1) S1, S$eS(MM), o Sy) 21 und o[ Sp) =o( Sp) =
3 Sy, S, S eS(MM) nit [lofSp )21, o S )=o),
Sy’ 0Sp' und Sy' oSt sind definiert und S;9,S;" oSy’ sowie
S$P,S, oSy .
so ist p eine voll komrene Substitutionsbasis von S(MM). Ist
daruber hinaus M ein Erzeugendensystem so ist M ein

vol I konmenes Erzeugendensystem und (M op) ein voll komenes
Monopol yi d.

Al's abschlielender Satz folgt nun noch ein einfaches Kriterium
fdr o-Udbertragbare Abbil dungen.

Satz A2.8.15: (fuhrt zum 3. Hauptsat z)

Si nd (M x, op) und (M, +, - D2) zwei Monopol yi de,
| 11 (M x, op) >(INy, +, +) ein nicht-trivialer Monopol yi den-
Hononor phi smus, M cM nmit MOcM und es existiert ein nelN mt
Iflsn vV feM, dann ist ¢ :M —M genau dann eine o-ubertragbare
Abbi | dung, wenn ¢ fol gende Bedi ngungen erfillt:
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(a0") (f,9) eDAM xM = (¢' (), ¢ (9)) €D,

(al') Die Restriktion von ¢ auf MOl ist ein Mnopolyiden-
Hononor phi snus.

(a2') 1¢, 14", 1p, 1y €1y, feMAMO,  pg,poeMl  und  1ixfx1p=
Pro( 1’ «fxlp ) opa l = ¢ (1) +¢' (F)+¢' (1p) =
0" (P1) - (¢ (L¢")+¢' (F)+¢' (1p')) - ¢ (P27 ).
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