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Vorwort

Die vorliegende Publikation entstand im Rahmen eines groReren
Projekts [HUB95], das die Erforschung bzw Festlegung der
Syntax und Semanti k visuell er Datenfl uBsprachen zum Zi el hatte.
Es zeigte sich bald, dal die dazu notwendigen theoretischen
Grundl agen entweder nicht oder in nur ungenugender Form
vor handen waren. Ebenso, w e zur Beschreibung der Syntax eine
ei gene Netzwerktheorie entw ckelt werden nmuf3te, wirde zur
Fest| egung der Semanti k, als Verall genei nerung der G uppen- und
Hal bgruppent heorie, die vorliegende Theorie der partiellen
Hal bgr uppen, Pol yi de und Monopol yi de entw ckelt. Cowohl G Hotz
[HOT72] bereits ein &hnliches Problem mt der Theorie der
freien X-Kategorien gelo6st hatte, war es zunachst ni cht
nbgli ch seinen Ansatz in gewinschter und anal oger Wise weiter
zu entwickeln, da sich die Theorie der Kategorien und X-
Kat egorien  far die Definition der Semanti k  visueller
Dat enf | uBsprachen als zu konpliziert und unhandlich erw es.
Erst als die wesentlichen Sachverhalte daraus in eine direkte
Ver al | genei nerung der G uppen- und Hal bgr uppent heori e
Ubertragen waren, wurde der Weg zum Zi el sichtbar.

Die nun vorliegende Theorie der partiellen Hal bgruppen, Polyide
und Monopol yide enthalt ni cht nur alle mathemati schen
Grundl agen, die zur Definition der Semanti k  visueller
Dat enf | uBsprachen notwendig sind. Mt ihr kodnnen auch in
einfacher Form die von G Hotz in [HOI72] veroffentlichten
Er gebni sse nachvol | zogen werden. Daridber hinaus verbinde ich
mt dieser Theorie die Hoffnung, dall sie in noch vielen anderen
Fallen, in denen die Guppentheorie oder die Theorie der
Kat egorien  bisher ni cht weiter hal f en, die geeigneten
mat hemat i schen Grundl agen, zur Lésung der anstehenden Probl ene
bi etet.

Regensburg, den 27.01.1995 Josef Hubl
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0. Einleitung und Motivation

We in [HUB95] gezeigt, kann ein DatenfluRnetzwerk als
formatiertes, fortl aufend i ndi ziertes Subzent r en- Net zwer k
beschri eben werden. Dabei handelt es sich im wesentlichen um
spezielle knotenbewertete Gaphen, die we in Bild 0.2 zu
sehen, graphisch sehr anschaulich dargestellt werden kénnen.
Auf di esen Netzwerken kdnnen nun zwei al gebraische Operationen
definiert werden. Dies ist zum einen das parallele Produkt "x"
wi e es schematisch in Bild 0.4 dargestellt ist und zum anderen
das serielle Produkt "', wie es in Bild 0.6 zu sehen ist.
Dabei ist das serielle Produkt zweier Netzwerke nur dann
definiert, wenn die aulReren Ausgadnge (Pfeile rechts am Rahnen)
des ersten Operanden und die aufleren Eingange (Pfeile links am
Rahnmen) des zweiten Operanden in Anzahl und Typ (Farbe bzw
Graust uf e) Uber ei nsti mren.

Da fiur die Interpretation solcher Subzentren-Netzwerke nur
deren Struktur, nicht jedoch die Knotennenge des zugrunde
| i egenden Graphen von Bedeutung ist, koénnen sie zu |sonorphie-
bzw. Aqui val enzkl assen  zusammengef aft wer den, wobei das
paral l el e und das serielle Produkt Uber die Reprasentanten auch
auf di e Aquival enzkl assen ubertragen werden koénnen. Bezeichnet

N$/~ die Menge all dieser Aquival enzkl assen, so kann man sehr

| ei cht nachwei sen, dal (N$/ ~,x) ei ne Hal bgruppe bzw. ein Mnoid

Ist, wobei das leere Netzwerk das Neutralelenment ist. Da das
serielle Produkt nicht fdr alle Operandenpaare definiert ist,
Ist es zur Beschreibung der algebraischen Struktur von

(N$/~, ep) Notwendig den Begriff der Halbgruppe so zu einer

partiellen Hal bgruppe zu verallgeneinern, dall die zugehorige
Qperation auch nur partiell definiert sein kann. Der
Definitionsbereich D gibt dabei an, fir welche Operandenpaare
die Operation definiert ist. Anders als in einer nornalen
Hal bgruppe konnen in einer partiellen Halbgruppe nehrere
verschi edene Neutralelenente existieren. Gbt es zu jedem
El enent aus einer partiellen Hal bgruppe eine |inks- und eine
rechtsseitige ldentitéat, so erhdalt nman als Verall genei nerung
eines Mnoids ein Polyid. Unter diesen Voraussetzungen kann

festgestellt werden, dal (N$/ ~ ep) €in Polyid ist.

G bt es auf einer Menge zwei Operationen, so ist es natdrlich
interessant zu prifen, welche Distributivgesetze gelten. Im
Fal | e obi ger Netzwerke gilt:

([H o[ H]) x([ Hs] o[ Hy] ) =([ Hi] <[ Hs] ) o([ Hol <[ Hy] )

Dabei missen die entsprechenden seriellen Produkte naturlich
definiert sein. (I'n Bild 0.8 wird di eses Gesetz
veranschaulicht.) Bildet eine Menge mt zwei Operationen bzgl.
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der ersten Qperation ein Mnoid und bzgl. der zweiten Operation
ein Polyid wund ist (zusatzlich zu einigen unwesentlichen
ander en Randbedi ngungen) obiges Distributivgesetz erfullt, so
wird die entsprechende al gebraische Struktur als Mnopolyid
bezei chnet. In der Tat kann mt etwas Mihe nachgew esen werden,

dafd (N$/~,MoD) ei n Monopolyid ist.

Da sich auf bestimten Mengen von Abbil dungen ebenfalls sol che
Qperationen definieren lassen, so dall diese ebenfalls ein
Monopol yi d bil den, kann gezeigt werden, dalR die Interpretation

ei nes Dat enf | uBnet zwer kes uber ei nen Monopol yi den-
Hononor phi snus  beschrei bbar ist. Natdrlich gibt es viele
sol cher Monopol yi den- Hononor phi snen. I m Fall e der

Interpretation eines Datenflul3netzwerkes ist es jedoch von
Bedeutung, eine sinnvolle Interpretation durchzufidhren. Dies
bedeutet, dall an einen derartigen Monopol yi den- Hononor phi snus
ei nige Anforderungen gestellt werden. |Insbesondere wrd im
vor hi naus festgelegt, w e besonders einfache Netzwerke zu
interpretieren sind. Diese Vorschrift definiert dann eine

Abbi | dung ¢' auf einer Teilmenge N' von N$/~. | st <N', x, o> das

von N erzeugte Unternonopolyid, so ist es das Zel, die
Teil menge N' und die Abbildung ¢' so geschickt zu wahlen, dal
¢ zu genau einem Mbonopolyiden-Honmonor phisnmus ¢ auf ganz

<N',x,eop> fortgesetzt werden kann. Es ist ein erheblicher
Auf wand notwendi g um dazu geeignete Kriterien fir die Abbil dung

¢ und die Teilnmenge N angeben zu konnen. Diese Kriterien
kénnen jedoch, we in [HUB95] gezeigt, dazu verwendet werden

ei ne o-Uberfidhrbare Abbildung ¢ und eine Teilnenge N von
<N$/~ zu definieren, so dall das von N' erzeugte Unternonopolyid

<N',x,ep> ein a-vollkomenes Monopolyid ist. D es bedeutet
nichts anderes, als dalR jede a-uberfihrbare Abbildung die von

N ausgeht , Zzu genau einem Monopol yi den- Honmonor phi snus
fortgesetzt werden kann.

Di e Entw cklung der angedeuteten Kriterien ist jedoch mt einem
sehr grof3en Aufwand verbunden und ist keineswegs als einfach
oder gar trivial zu bezeichnen. Sie erfordert auch, detailliert
auf Kongruenzen, Erzeugendensystene, sequentielle Darstellungen
und symmetri sche Substitutionsnmengen ei nzugehen.

Da es sich bei der algebraischen Struktur der Kategorie
ebenfalls um eine Verall genei nerung einer Hal bgruppe handelt,
wird in einem abschlieBenden Kapitel darauf eingegangen

wel cher (einfache) Zusammenhang zw schen einem Polyid bzw
Monopolyid einerseits und einer Kategorie bzw X-Kategorie
andererseits besteht. D eses Kapitel beantwortet aber auch die
Fr age, warum mt Pol yi den  bzw. Monopol yi den wesentlich
ei nf acher Zzu arbeiten i st, al s m t Kat egorien  bzw.
X- Kat egori en.
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0. Einleitung und Motivation
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Bild 0.2: Ein formatiertes, fortlaufend indiziertes Subzentren-
Net zwer k, wobei die Subzentren als kleine Rechtecke
dargestellt sind.
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Bild 0.4: Das parallele Produkt zweier formatierter, fortlaufend
i ndi zi erter Subzentren- Net zwerke.
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Bild 0.6: Das serielle Produkt zweier formatierter, fortl aufend
i ndi zi erter Subzentren- Net zwer ke.
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Bild 0.8: Eine Verdeutlichung des Di stributivgesetzes fur
Monopol yi de. Dabei ist das Netzwerk H durch das
Subzentrum von Typ F; bestinmmt.
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Ist die zu einer Hal bgruppe gehdrende Operation nicht fur alle

Oper andenpaare definiert, so liegt wunter Unstanden eine
partielle Hal bgruppe vor. Diese wird als Polyid bezeichnet,
wenn zu jedem Elenent ein links- und ein rechtsseitiges
Neutral el enent existiert. Damt handelt es sich bei der
al gebrai schen Struktur des Polyids um eine Verall genei nerung
eines Mnoids. In diesem Kapitel werden im wesentlichen die

grundl egenden Begriffe, we mnman sie aus der Theorie der
Hal bgr uppen oder Monoi de kennt, auf partielle Hal bgruppen und
Pol yi de veral | genei nert. | nsbesonder e wrd dabei auf
Er zeugendensystene und Kongruenzen eingegangen, da diese im
Bezug auf die noch zu definierenden Monopolyide eine grol3e
Rol | e spi el en.
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1.1 Partielle Halbgruppen

Bei der algebraischen Struktur einer partiellen Halbgruppe
handelt es sich um eine Verallgenei nerung einer Hal bgruppe,
wobei die zugehodrige Operation nicht fur alle Paare definiert
sei n muf3.

Definition 1.1.2:

Ist P eine Menge, DcPxP und o.D—>P eine (partiell definierte)
Qperation auf P, dann soll das Tupel (P,op eine partielle
Halbgruppe hei 3en wenn gilt:

(f,9),(g,h)eD < (f,qg),(fog,h)eD < (g,h), (f,goh)eD <
(fog) oh=f o( goh).
Ist (f,g)eD, so sagt man auch: fog ist definiert.

Eine partielle Halbgruppe ist also genau dann eine "ganze"
Hal bgruppe, wenn alle noglichen Produkte definiert sind, d.h.
D=PxP i st.

Es folgt eine nehr oder weniger [|ose Aufzahlung von
Definitionen und Séatzen, we nman sie von Hal bgruppen und
G uppen kennt (vgl. [HEB93] oder [KAR73]), die hier far
partiell e Hal bgruppen verall genei nert wirden.

Definition 1.1.4:

Sei (P,op eine partielle Hal bgruppe.

(a) Ein Element 1eP hei Bt linksneutral in (P,op, wenn gilt:
lov=v, fiur alle veP mt (1,v)eD.

(b) Ein Element aeP hei 3t 1linkskiirzbar in (P,op, wenn far

alle u,veP mt (a,u),(a,v)eD aus acu=aov = u=v. Gt dies
far alle Elenente aus P, so hei 3t (P, op ei ne
linkskiurzbare partielle Halbgruppe.

(c) Ein Elenent aeP hei 8t idempotent in (P,op, wenn (a,a)eD
und aca=a i st.

(d) Ein Element aeP hei 3t isoliert in (P,op, wenn fur alle
uzaeP gilt: (u,a)e¢D und (a,u)¢D

Rechtsneutrale und rechtskiirzbare El enente seien in zu (a) und
(b) anal oger Art und Weise definiert.

J. Hubl Partielle Halbgruppen, Polyide und Monopolyide



1.1 Partielle Halbgruppen 7

Definition 1.1.6:

In einer partiellen Hal bgruppe (P,op) heilBt ein Elenent 1eP ein
Neutralelement, eine Einheit oder eine Identitat, wenn es
l inks- und rechtsneutral ist. Die Menge aller ldentitaten aus P
sei mt 1p bezeichnet.

Definition 1.1.8:

In einer partiellen Halbgruppe (P,op heilBt ein Elenment ueP
kiirzbar, wenn es sowohl |inks- als auch rechtskirzbar ist. Sind
alle Elenmente aus P klrzbar, dann heilst (P,op) eine kiirzbare
partielle Halbgruppe.

Definition 1.1.10:

Sind (P,-p) und (P,op) zwei partielle Hal bgruppen, dann hei 3t
(P, p) genau dann eine partielle Unterhalbgruppe von (P, cp),
wenn P cP, D =Dn(P xP") und u-v=uov flr alle (u,v)eD.

Da damt die partiellen Operationen "-" und "o" auf P
Ubereinstimen, ist es legitim fir beide Operationen auch das
gl ei che Zei chen zu verwenden.

Satz und Definition 1.1.12:

Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe und P cP, dann ist
(P ,op) mt D:={(u,v)eDn(P' xP")}, genau dann eine partielle
Unt er hal bgruppe von (P,op), wenn P' bzgl. "o" abgeschlossen
ist, d.h. (uv)eDh(PxP) = uweP. Ist P bzgl. "o"
abgeschl ossen nennt man statt (P ,oy)  bereits P ei ne
partielle Unterhal bgruppe von (P, op).

Beweis:

"=" Sei P' bzgl. "Jo" abgeschl ossen = D =DnP xP'.

"<" Sei (P ,oy) partielle Unterhal bgruppe von (P,op, dann
gilt: (u,v)eDPxP = uowwveP = P Ist bzgl. "o"
abgeschl ossen.

g.e.d.

Satz und Definition 1.1.14:

Ist (P,op eine partielle Hal bgruppe, P'cP und Up(P') die Menge

aller partiellen Unterhal bgruppen von (P,op die P enthalten,

dann ist <P'>p = ﬂ P" eine partielle Unterhal bgruppe von
P" eUp( P')
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(P,op, die die von P erzeugte partielle Unterhalbgruppe
hei Bt. P hei Bt dann auch ein Erzeugendensystem von <P >p.

Beweis:

non
[e]

Jede partielle Unterhal bgruppe (P",on) ist gegenlber
abgeschl ossen. Damt ist auch <P >p gegenlber "o" abgeschl ossen
und nach  Satz und Definition 1.1.12 eine partielle
Unt er hal bgr uppe.

Definition 1.1.16:

Ist (P,op eine partielle Halbgruppe, ujeP fir 1<i<n und

(uj,u;j4+1) eD fiar 1<i<n-1, dann sei das Produkt C)ui I nduktiv
i =1

k
definiert durch &)ui:zul und Ciui:z( t)ui)ouk+r
i =1 i =1 i =1

(Anmer kung: Wrd statt "o ein anderes Synbol (z.B. "x")
verwendet, so wrd dieses in vergroRBerter Ausfihrung als

Pr odukt synbol (z.B.

=]

uj ) verwendet.)
1

i
Es ist leicht zu sehen, dalR dieses Produkt wohldefiniert ist,
da m t (Ui, Uj+1), (Uj 41, Uj42) €D = ((UjoUj41), Uj 42) €b,
(Ui, (Uj+10Uj +2)) €D und (UjoUj +1) oUj +2=Uj o( Uj +10Uj 4+2) -

Satz und Definition 1.1.18:

Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe, P cP und P induktiv

definiert durch PO=P" und P *1:=PiU{uov: u,veP' und (u,v)eD}

dann ist die Menge <P ,o>p:i= |JP beziglich der (partiellen)
i eNg

Operation "o" abgeschlossen. <P ,.>p heiflt die Menge der

endlichen Produkte von P' in P bzgl. "o" und ist eine partielle

Unt er hal bgruppe von (P, op).

Beweis:

Sei u,ve<P',o>p nit (u,v)eD = 3 jelNg mit u,veP und (u,v)eb =

uovePi*1 = uove (JP =<P',o>p. = <P ,o>p ist bezuglich "o
i eNg

abgeschl ossen. Der Rest folgt aus Satz und Definition 1.1.12.
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1.1 Partielle Halbgruppen 9

Satz 1.1.20:

Ist (P,op) eine partielle Hal bgruppe, P cP und (P,op=<P", o>p,
dann gibt es zu jedem ueP eine endliche Zerlegung der Form

u:bui mt ujeP fur 1<i<n.
i =1

Beweis:

(P,op=<P',o> = Sei wue<P',o> und P wie in Satz und
Definition 1.1.18 definiert, dann existiert ein jelNg mt ueP.
Fur j=0 ist uePO=P" und danit die Aussage richtig. Angenonmen
die Aussage ist richtig fiur alle uePl mt j<k und uePK\Pk-1 —
3 v,wePX-1 mit (v,weD und u=voew. Fir v bzw. w existiert nach

I ndukti onsvoraussetzung eine Zerlegung der Form v= 6ui bzw.
i=1

W= C) uy mt ujeP far 1<i<n = u:vcvvz(_blui)o( b Ui):.blui-
| = | =

i=m+1 i=m+1

g.e.d.

Dieser Satz rechtfertigt also nachtréaglich fir <P ,o.> den
Namen "Menge der endlichen Produkte von P in (P,op bzgl. "o".

Definition 1.1.22:

Sind (Pq, oDl) und ( Py, - DZ) zwei partielle Hal bgruppen, dann
hei Bt eine Abbildung ¢:P;—>P, genau dann ein Homomorphismus
(auf partiellen Halbgruppen), wenn gilt:

(u,v) eDy = (¢(u), ¢(v)) €Dy und ¢(uov) =p(u) - ¢(Vv)
Ent sprechend hei Bt ei n Hononor phi smus ei n Monomorphismus, wenn
¢ injektiv ist und ein Epimorphismus bzw. Isomorphismus, wenn ¢

surjektiv bzw. bijektiv ist und fur u,vePy gilt: (o(u), ¢(v))ebD,
= (u,v) eb.

I st D;=PixP; und Dy,=P,xP,, dann stimmt diese Art der Definition

des  Hononor phi snus'’ m t der normalen Definition eines
Hononor phi snus' fir Hal bgruppen Uberein. We dblich ist ein
Hononor phi snus genau dann ei n | sonor phi snus, wenn er

gl ei chzeiti g Mononor phi smus und Epi nor phi snus i st.

J. Hubl Partielle Halbgruppen, Polyide und Monopolyide
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1.2 Kongruenzen

Oowohl es sich bei den Kongruenzen auf partiellen Hal bgruppen
wi eder um eine Verall geneinerung von Kongr uenzen auf
Hal bgruppen bzw. Guppen handelt, wrd dieser Abschnitt
gesondert her ausgestel | t, da hi er ei ni ge zuséat zl i che
Zusamrenhange erarbeitet werden.

Definition 1.2.2:

Ist P eine Menge, dann heil3t pcPxP eine bindre Relation.
(Statt (u,v)ep schreibt man auch upv.) p hei 3t reflexiv, wenn
upu fiur alle ueP;, symmetrisch, wenn mt upv auch vpu gilt;
transitiv, wenn mt upv und vpw auch upw gilt.

Eine bindre Relation ~ heillt Aquivalenzrelation, wenn sie
reflexiv, symretrisch und transitiv ist. Fir ueP hei 3t
[u]l: ={veP: v~u} di e Aquivalenzklasse von u in P. P/~ ={[Uu]:ueP}
hei Bt di e Quotientenmenge von P bzgl. ~.

Ist eine Relation ~ transitiv, so sei statt u~v, v~w auch die
abgekur zte Schrei bwei se u~v~w erl aubt .

Definition 1.2.4:

Ist (P,op eine partielle Hal bgruppe, dann hei 8t eine binare
Rel ati on ~cPxP linksvertrdglich mit "o", wenn fiUr u,v,weP gilt:
u~v und weu i st definiert = WV ist definiert und
Wou~WoV. Anal og hei Bt ~ rechtsvertriaglich mit "o", wenn fir
u,v,weP gilt: u~v und uow ist definiert = vow ist definiert
und UoW~Vow,

Definition 1.2.6:

| st (P,op eine partielle Halbgruppe, dann hei 3t eine
Aqui val enzrel ati on ~ auf P, eine Kongruenzrelation oder einfach

Kongruenz auf (P,o;), wenn ~ links- und rechtsvertraglich mt
"o ist.

Satz 1.2.8:

Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe und ~ eine Kongruenz auf

(P,op, dann gilt fdr wu,u ,v,vieP: Ist u~u", v~v' und Uov
definiert, so ist uov~U' oV'.

J. Hubl Partielle Halbgruppen, Polyide und Monopolyide



1.2 Kongruenzen 11

Beweis:

~ ist eine Kongruenz auf (P,opy = ~ ist links- und
rechtsvertraglich mt "o". W.gen u~u" und (u,v)eD = (u',v)eD
und Uov~U'ov. Wegen v~v' und (u ,v)eD = (u',v')eD und
U' oV~U' oV' = UoV~U'ov', da ~ eine Aquival enzrel ation ist.

Definition 1.2.10:

Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe, ~ eine Kongruenz auf
(P,op, p eine symetrische Teilnenge von ~ und u,veP, dann
hei Bt u bzgl. p direkt iberfithrbar in v, wenn u=v isSt oder es
existieren w;,w'eP mt (w,w')ep und eine der folgenden
Bedi ngungen erfullt ist:

(a) u=wy und v=wy'.

(b) 3 wyeP mit u=wgowy und v=wgowy'

(c) 3 weP mt u=wjow, und v=wy' oW

(d) 3 Wo,VVZEP U=WpyoWq oW und V:WOOW]_l oW

Der Begriff der Uberfihrbarkeit nmuB vor dem Hintergrund gesehen
wer den, dalBl jedes Element u aus P in ein Produkt u=wgowjo... oW,
zerl egt werden kann. Damit zeigt sich bei genauerem Betrachten
der Bedi ngungen (a)-(d), daB diese gerade so fornuliert sind,
dal sie das Substituieren einer zusammenhangenden Sequenz von
Faktoren in einer Zerlegung von u beschrei ben, wobei die zu
ersetzenden Faktoren und die ersetzenden Faktoren identisch
oder bzgl. p &aquivalent sind. (Im Bezug auf die sogenannten
sequenti el |l en Dar st el | ungen der noch Zu defi ni er enden
Monopol yi de wird di es noch genauer erl autert werden.)

Der Begriff der Uberfihrbarkeit, soll nun noch etwas erweitert
wer den.

Definition 1.2.12:

Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe, ~ eine Kongruenz auf
(P,op), p symetrische Teil menge von ~ und u,veP, dann heil3t u
bzgl. p iberfithrbar in v (in Zeichen: u=2,v), wenn es eine
Folge up,...,upeP gibt mt u=uy, u,v und far 1<ksm1 ug bzgl.
p direkt Uberfuhrbar in ugyq ist.

Bevor gezeigt werden kann, dal =, eine Kongruenz auf (P, op)
Ist, sind noch zwei Hilfssatze zu bewei sen.

J. Hubl Partielle Halbgruppen, Polyide und Monopolyide
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Hilfssatz 1.2.14:

Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe, ~ eine Kongruenz auf
(P,op, p eine symetrische Teilnenge von ~, u,veP und u bzgl.
p direkt Uberfidhrbar in v, so ist u~v.

Beweis:

Sind u und v identisch, so ist der Beweis trivial.

Angenonmen uzv. Da u bzgl. p direkt UoOberfihrbar in v ist,
existieren w;,w'eP mt (w,w')ep und eine der Bedi ngungen
(a)-(d) ist erfullt. = w~w', da p Teilnenge von ~ ist. Da ~

al s Kongruenz |inks- und rechtsvertréaglich mt "o" ist, folgt
je nach Fall:

(a) u=wy und v=wy' = u=w;~wW;' =V.

(b) 3 wpeP mt u=wgowp und v=wgowp' = U=WgoW;~WpoWy' =V.

(c) 3 weP mt u=wjow, und V=wp' oWp = U=WpoWp~Wp' oWHp=V.,

(d) 3 wy, WoeP u=wgowjoWp uNd V=WgoW' oWo = U=WpoWj oWo~WgoWy ' oWo=V.

g.e.d.
Hilfssatz 1.2.16:
Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe, ~ eine Kongruenz auf
(P,op), p eine symretrische Teil nenge von ~, u,v,weP, u bzgl. p

di rekt dberfihrbar in v und wu (uow) definiert, so ist auch wyv
(vow) definiert und wu (uow) bzgl. p direkt uberfihrbar in wv
(Vo\N).

Beweis:

Sind u und v identisch, so ist der Beweis trivial.

Angenonmen u=zv, u ist bzgl. p direkt dberfdhrbar in v und wu

ist definiert, so ist u~ nach Hlfssatz 1.2.14. Da ww und u~v

ist, ist nach Satz 1.2.8 wv definiert und wu~wv. AulRerdem

existieren w;,w'eP mt (w,w')ep und eine der Bedi ngungen

(a)-(d) ist erfallt.

(a) u=wp und v=wy' = weu=wew; und wev=wew;' = weu ist bzgl. p
di rekt dOberfidhrbar in wyv, da die Bedingung (b) von
Definition 1.2.10 erfallt ist.

(b) 3 wyeP mt u=wgowy; und v=wgowy' = WeU=(WoWp)owy und Wev=
(WoWp) owp' = weu i st bzgl. p direkt uberfihrbar in wv, da
di e Bedi ngung (b) von Definition 1.2.10 erfullt ist.

(c) 3 weP mt u=wgoW, und Vv=wy' oWy = WoU=WoeWjoW, und wev=
WoWy' oW = WeU iSt bzgl. p direkt uberfdhrbar in wv, da
di e Bedi ngung (d) von Definition 1.2.10 erfallt ist.
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(d) 3 W0, VVZEP U=WpyoWq oWo und V:WOOW]_I oW = VVOU:( VVOW0) oWp oWWp und
WoV=( WoWg) oWq' oWp => Woeu 1St bzgl. p direkt dberfdhrbar in
wov, da die Bedingung (d) von Definition 1.2.10 erfullt

i St.
Fir die in Klammern notierten Terne fol gt der Beweis anal og.
g.e.d.
Satz 1.2.18:
Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe, ~ eine Kongruenz auf
(P,op) und p eine symmetrische Teilnmenge von ~ dann ist =,
eine Kongruenz auf (P,op) und eine Teilnenge von ~ Damt

gelten fol gende Rechenregel n:
(a) ueP = u,u

(b) u2yv = va,u

(c) u2,v und v w = ud,w

(d) u-)pu' und uov ist definiert =
u' ov ist definiert und ucv-)pu' oV

(e) u2,u" und vou ist definiert =
vou' ist definiert und vou=,vou'

() u-)pu', v=> V' und uov definiert =
u' ov' ist (fefi niert und ucv-)pu' oV' .

(9) udyv = u~v

Beweis:

Zeige die Giltigkeit des Satzes im Zusammenhang mt dem Beweis
der Rechenregeln (f) und (g).

(a) Wegen wu=u ist nach Definition 1.2.10 u bzgl. p direkt
Uberfdhrbar in u. = u-)pu

(b) GlIt, da p symetrisch ist und di e Bedi ngungen (a) und (d)
von Definition 1.2.10 synmmetrisch formuliert sind und die
Bedi ngungen (b) und (c) korrespondi eren.

(c) Ist leicht einzusehen, da die nach Definition 1.2.10
exi stierenden Folgen zu einer zusammengefallt werden
koénnen.

(d) Sei u=2,u" wund veu definiert. = Es gibt eine Folge
Ug, ...,UuyeP mt u=ug, upFu' und for 1<k<m 1l ist ug bzgl. p
direkt UOberflhrbar in ugs;. Da vou definiert ist, ist
damt nach Hlfssatz 1.2.16 induktiv auch vou, definiert

und vouy bzgl. p direkt dberfidhrbar in vougy;. = Volu' =Voup,
ist definiert und voud,vou'.

(e) Analog zu (d).
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(f) Wegen (a)-(c) ist -)p ei ne Aqui val enzrel ation auf (P, °p)
und wegen (d) bzw. (e) links- bzw. rechtsvertraglich mt
"o". Damt ist =», eine Kongruenz auf (P,.p = Behauptung

nach Satz 1.2.8. P

(9) u-)pv = Es gibt eine Folge uq,...,ueP mt u=uq, upFv und
fur 1<k<m 1 ist uyg bzgl. p direkt dberfuhrbar in ugy;. =
U=uq~Us~. ..~UpFVv nach Hlfssatz 1.2.14 = u~v.

g.e.d.

Es sei an dieser Stelle noch ei nnmal hervorgehoben, dall nach (b)

die Relation "=»," symetrisch ist wund somt auch die

Formulierung "u und v sind bzgl. p ineinander UUberfUhrbar”
sinnvol | ist.

Unter den ndglichen, symmetrischen Teil nengen einer Kongruenz
auf (P,op) gibt es besondere, die Basen genannt werden. Dazu
fol gende Definition:

Definition 1.2.20:

Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe, ~ eine Kongruenz auf
(P,op und p eine symetrische Teilnenge von ~, dann heil3t p
eine Basis von ~, wenn =, identisch zu ~ ist, d.h. fur u,veP

i st u~w < u-)pv.

Der nachfol gende Satz zeigt, dalR die in der Definition einer
Basi s gegebene Bedi ngung etwas verei nfacht werden kann.

Satz 1.2.22:

Ist (P,op) eine partielle Halbgruppe, ~ eine Kongruenz auf
(P,op und p eine symmetrische Teilnenge von ~, dann ist p
genau dann ei ne Basi s von ~, wenn gilt:

u,veP und u~v = u-)pv.

Beweis:

Angenommen V u,veP mt u~v = u=,v. Dann ist u?,v < u~v, da

nach Satz 1.2.18 (g) gilt: u-)pv = V~U.
Di e Urkehrung des Satzes gilt trivial erweise.
g.e.d.

Nat Grlich existiert zu jeder Kongruenz ~ auf (P,op eine Basis,

da ~ sel bst eine solche definiert. We bei Basen im all genei nen
ublich, ist es jedoch stets das Ziel zu einer Kongruenz eine
nbgl i chst kl ei ne Basis angeben zu kénnen. Dies hangt naturlich
entscheidend von der partiellen Halbgruppe (P,op) und der

J. Hubl Partielle Halbgruppen, Polyide und Monopolyide



1.2 Kongruenzen 15

Kongruenz ~ ab und kann nur im Einzelfall untersucht werden.
Al's Vorbereitung fur das Kapitel "Monopolyide" dient dazu
nachf ol gender Satz. Dabei ist IN, die Menge aller naturlichen
Zahl en vereinigt mt O.

Satz 1.2.24:

Ist (P,op eine partielle Halbgruppe, ~ eine Kongruenz auf
(P,op, p eine symetrische Teilnenge von ~ und existiert ein
Homonor phi smus | [ (P, op) =(IN,, +) SO, daB fr u,veP die

Bedi ngungen (0)-(2) gelten, so ist p eine Basis von ~.
(0) u~v = JulF|v|.

(1) u~v und uRl = 3 u,v',WweP mt w1, u ~', Wou und
Wov' sind definiert und u2,u’ oW sowie v, ow .
(2) u~v und [u=0 = u=>,v.

Beweis:

Zeige mt Induktion uber |ul, daB gilt: u~v = u-)pv. Dann ist p
nach Satz 1.2.22 eine Basis von ~.

Induktionsanfang: Sei [u[=0 = u=,v wegen (2).

Induktionsschritt: Sei |ul=n+1>1. Nach (1) existieren damt
u,v ,weP mt w1, u~', uow und v oW sind definiert und
ud,u' oW sowie vI,v' ow . Wegen u=d,u' oW ist u~u'owW nach Satz
1.2.18 (g). = |[u|=ju’ oW | nach (0). Da | | ei n Honmonor phi snus i st,

folgt: JuEu" oW |5|Uu" #HW | = |U' [F|u]- W |=n+1-|W | = u' |<n, da
W [>1. Wegen u'~v' und |u'|<n gilt nach | nduktionsvoraussetzung
u = v . = u' oW =»_ V' oW nach Sat z 1.2.18 (d). Unt er

Ber'u%ksi chtigung von Sf)atz 1.2.18 (b) und (c) gilt damt:
UD,u' oW DoV oW DV = udv.
g.e.d.

Sind auf einer partiellen Halbgruppe nehrere Kongruenzen
definiert, so kdnnen di ese unter Unstanden Uber ei ne genei nsane
Basis als identisch qualifiziert werden, w e nachfol gender Satz
zei gt.

Satz 1.2.26:

Ist (P,op) eine partielle Hal bgruppe, ~ und ~ zwei Kongruenzen
auf (P,op) und p sowohl eine Basis von ~ als auch von =, dann
sind ~ und = identisch, d.h. fir u,veP ist u~v < u»v.

Beweis:

Aus Satz 1.2.22 folgt unmttelbar: Fir u,veP ist u-)pv & U~V
und u2,v < usv. Daraus folgt: u~v < uav.
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g.e.d.

Al's nachstes soll gezeigt werden, dalR ein Honmonorphi snus, der
auf der Basis einer Kongruenz relationserhaltend ist, auf der
gesant en Kongruenz relationserhaltend ist. Dazu ist allerdings
noch etwas Aufwand notwendi g.

Definition 1.2.28:

Sind M\ und M, zwei Mengen, ~ eine Relation auf M, ~ eine
Relation auf M und p Teilnenge von ~  dann heil3t eine
Abbi | dung ¢: Mj—>M, auf p relationserhaltend, wenn fur alle

u,veM gilt: upv = ¢(u)=p(Vv).

Satz 1.2.30:

Sind (Pq, oDl) und (Po, - D2) zwei partielle Hal bgruppen, ~ bzw =
ei ne Kongruenz auf (Pq, oDl) bzw. (P, - Dz)’ p eine symetrische
Teil menge von ~ und ¢: (Pq, oDl) —>(P5, - DZ) ei n Homonor phi snmus, der
auf p relationserhaltend ist, dann ist ¢(p):={(d(u),d(Vv)):
(u,v) ep} eine symetrische Teilnenge von = und es gilt: u-)pv
= o(u) Py 0(V).

Beweis:

Da p eine symetrische Teilmenge von ~ und ¢ auf p
rel ati onser hal t end i st, i st o( p) trivialerweise ei ne
symmetri sche Teil menge von =, denn es gilt: (¢o(u),d(Vv))ed(p) =

upv = u~v = o(u)=~p(Vv).

Angenonmen u ist bzgl. p direkt dberfihrbar in v, dann ist u=v
oder es existieren w,w' eP; mt (w,w')ep und eine der
Bedi ngungen (a)-(d) von Definition 1.2.10 ist erfullt. Ist u=v,
so ist o(u) =d(v). = o(u) Dy o(Vv). | st U=V, so ist
4F>(\|N}),¢(W1')6Pz mt  (o(w), d(w'))ed(p) und es gilt je nach
al | :

(a) u=wy und v=w' = ¢(u)=¢(wy) und G(v)=¢(wg') = ¢(u) ist

bzgl. ¢(p) direkt dGberfuhrbar in ¢(v).

(b) 3 wpgeP; mt u=wpowy und v=wgowy' = I d(wp) P, mt o(u)=
O(Woowy) =p(Wp) - d(wy)  und  o(V) =¢(Wpowr' ) =¢(Wp) - (Wy" ),  da
¢ ein Honmonorphismus ist. = o¢(u) ist bzgl. o&(p) direkt
dberfuhrbar in ¢(v).

(c) 3 wePy mt u=wgowp, und v=wy' oW = 3 (W) ePr, mt ¢(u)=
d(wiowo) =p(wy) - (Wo)  und  o(V) =p(Wy' o) =p(W1" ) - (W),  da
¢ ein Honmonorphisnmus ist. o¢(u) ist bzgl. ¢(p) direkt
dberfuhrbar in ¢(v).
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(d) 3 wy, WwePy u=wgowgowp und v=wgowy' oWp, = I (W), d( W) €Py
O U) =d( Woowy oWh) =d( Wp) - ¢(Wy) - o Ws) und  ¢(Vv) =¢(Woowy' oWp) =
d(wp) - d(wy' ) - d(w), da ¢ ein Homonorphisnus ist. = ¢(u)
ist bzgl. ¢(p) direkt Uberfuhrbar in ¢(v).

Angenommen u ist bzgl. p dberfihrbar in v, d.h. u2,, dann

gi bt es eine Folge uq, ..., UneP1 Mt u=uq, upFv und for 1<k<m 1
ist u, bzgl. p direkt dberfuhrbar in ugy;.  Nach den
Ausf thrungen oben gi bt es deshal b eine Folge ¢(uq), ..., d(uy Py

mt o(u)=¢(uq), o(up=¢(v) und fur 1<ksm 1 ist ¢(uy) bzgl. ¢(p)
direkt uberfdhrbar in ¢(ug+1). = o(U) Do) d(V) .
g.e.d.

Satz 1.2.32:

Q

Sind (Pq, oDl) und (Po, - D2) zwei partielle Hal bgruppen, ~ bzw.
ei ne Kongruenz auf (Pq, oDl) bzw. (Py, - DZ), p eine Basis von
und ¢ (Pq, oDl) —(Py, - D2) ein Honmonor phi snus, der auf p
rel ati onserhaltend ist, dann ist ¢ auf (ganz) ~ relations-
erhaltend, d.h. u,veP; und u~v = ¢(u)=o(Vv).

2

Beweis:
Da p eine Basis von ~ ist, gilt: u~v = u2yv = ¢(u) Dy V)
nach Satz 1.2.30 = ¢(u)=¢(v) nach Satz 1.2.18 (g).

g.e.d.
Auf Basen von Kongr uenzen und rel ati onser hal t ende
Hononor phisnen wird erst weder im Kapitel "Mnopolyide"

zur ickgegriffen. Dann aber sind sie von grofler Bedeutung.
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1.3 Polyide

Definition 1.3.2:

Eine partielle Halbgruppe (P,op) heillt ein Polyid, wenn zu
jedem ueP ldentitaten 1;, und 1,, existieren mt (1, u)eD und
(u,1,y) eb. Ein Polyid (P,op) heilt ein Monoid, wenn es genau
eine ldentitat besitzt. En Polyid bzw. Mnoid hei 3t kiirzbar,
wenn es als partielle Hal bgruppe kirzbar ist.

Satz 1.3.4:

Ein Polyid (P,op) ist genau dann ein Mnoid, wenn (P,oy eine
Hal bgr uppe i st.

Beweis:

"=" Ist (P,op) ein Mnoid = 3 ldentitat 1 mt (u,1)eD VueP
und (1,v)eD VveP = (u,v)eD Vu,veP = D=PxP = (P, op st
ei ne Hal bgruppe.

"<" Ist (P,op) ein Polyid und Hal bgruppe = D=PxP. Sind 1 und
1' zwei ldentitaten, so ist 1=1.1"=1".
g.e.d.

Damit stimmt also die hier gegebene Definition eines Monoids
m t der her kdmm i chen Definition einer Hal bgruppe mt
Neutral el ement Uberein. (Vgl. z.B. [HEB93].)

Wahrend in einem Mnoid alle Ilinks- und rechtsneutralen
El emente identisch sind, (siehe z.B. [HEB93],) gilt dies in
einem Polyid im allgeneinen nicht! Es gilt jedoch folgender
Sat z:

Satz 1.3.6:

Ist (P,op) ein Polyid, dann gilt:

(1) Zu jedem ueP existiert genau eine Ildentitat 1,,eP mt
1| yeU=u.

(2) Zu jedem ueP existiert genau eine Ildentitat 1,,eP mt
Uol, ,=u.

(3) Ist 1p die Menge der ldentitaten von (P,op), dann ist die
Abbi l dung 1;:P-1p: 1;(u): =1, bzw. 1,.:P>1p 1,.(u):=1,,
wohl definiert und es ist 1;(uov)=1(u), sowe 1,(uov)=
1,(v).
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(4) 1leP ist genau dann ein Neutral el enent, wenn es idenpotent
und links- und rechtskirzbar ist.

(5) (u,v)eb < 1;(u)=1(v)
(6) Jedes isolierte Elenent in (P,op ist eine Identitat.

Beweis:

1) Zu jedem ueP existiert ein Neutralelenment 1,,eP mt
(14, u) eDb. = 1) you=u. Sei 1, , P ein wei teres
Neut r al el enent m t 1), ou=u = 1y o( 1) you) =u =
(1| u' ol| u) ou=u = (1| u' ) 1| u) eD = 1| u:1| u' ol| u:1| u'

2) Anal og zu 1)

3) Nach 1) und 2) sind die Abbildungen 1, und 1,
wohl definiert. Da Uov=( 1 you) ov=1; jo( UoV) und 1y
Neutral el ement ist = 1,(uov)=1(u) nach 1). Analog folgt
mt 2) 1,(uov)= 1,(Vv).

4) Sei leP ein Neut r al el enent = es exi stiert ei n
Neutralelement 1;(1)eP mt 1;(1).1=1 = 1,(1)=1(1).1=1. =
(1,1)=(1,(1),1)eD und 1 ist idenpotent. Aus lou=lov folgt:
u=lou=lov=v = 1 ist |inkskidrzbar und anal og rechtskurzbar.
Sei 1eP idenpotent und |inks- und rechtskirzbar und (1, u)
eD = lou=(1lol)ou=1o(lou) = u=(lou) = 1 ist Ilinksneutral.

Anal og fol gt: 1 I st rechtsneutral . = 1 I st
Neut r al el enent .

5 (u,v)eD = Uov=(Uuol, (Uu))o( 1 (Vv)ov)=uo(1l,(u)ol;(V))ov =
(1, (u),1,(v))eb = 1,(u)=1,(v) nach 4).
1, (u)=1;(v) = (u,1,(u))eb und (1,(u),v)=(1(v),v)eDb =
(uol,(u),v)ebD = (uol,(u),Vv)=(u,v)eD.

6) Sei aeP ein isoliertes Elenent. = V uzaeP gilt: (u,a)g¢D
und (a,u)¢D. Da (P,op ein Polyid ist existiert eine

ldentitat 1;,(a) mt (1,(a),a)eD = 1,(a)~=a.
g.e.d.

Definition 1.3.8:

Ist (P,op) ein Polyid und ueP, dann heil3t ein u' eP ein Links-
bzw. Rechtsinverses von u, wenn gilt (u',u)eD und u'ou=1,(u)
bzw. (u,u')eD und uou' =1, (u).

Satz und Definition 1.3.10:

Ist (P,op ein Polyid und besitzt ueP sowohl ein Links- als
auch Rechtsinverses, so sind alle Links- und Rechtsinversen von
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u identisch zu einem Elenment u-1leP. ul heiRt das Inverse von
u. Existiert zu u ein Inverses, dann hei Rt u invertierbar.

Beweis:

Sei u' bzw. u" ein Links- bzw. ein Rechtsinverses von u. =
(u,u)eD und U ou=1l,(u) bzw. (u,u")eD wund uou"=1(u). =
(U ou,u")eD = (1,(u),u")eD. = (U ou)ou"=1,(u)ou"™ = (U oU)ou"=
u' o(uou")=u"o(1;(u))=u =1, (u)ou"=u" = wu =u". Da damt |edes
Li nksi nverse von u gleich u" und jedes Rechtsinverse von u

gleich u ist, folgt die Behauptung.
g.e.d.

In einem Polyid besitzt also ein Elenent entweder kein oder
genau ein | nverses.

Satz 1.3.12:

st (P,op) ein Polyid und u,veP invertierbar, dann gilt:
(1) 3 (u1)=1,(u) und 1,(u-1)=1(u)
(2) (u1)-1=u

(3) (u,v)eD = (uov)-l=v-1loy-1
Beweis:

(1) wegen u-lou=1,(u) und uou-1=1,(u) folgt mt Satz 1.3.6 (3):
1 (urlou) =1y (U 1) =1 (1, (u)) =1,(u)  und 1 (ueu 1) =1 (u1)=
1 (u) =1, (1 (u)).

(2) Nach (1) ist ulou=1,(u)=1,(ul) und uou-1=1,(u)=1,(ul) = u
ist Inverses von ul = (ul)-1=u nach Satz und Definition
1.3.10.

(3) (uov)o(Vv-lou 1) =uo(vov-1)ou-1=uol| (V) ou-1=uou-1=1, (u) =1, (uov)
nach Satz 1.3.6 (3). Analog ist (v-lou 1l)o(uov)=1,(uUov). =
v-lou-1l ist Inverses von uov. = (uov)-1=v-lou-l nach Satz

und Definition 1.3.10.
g.e.d.

Definition 1.3.14:

Ist (P,op) ein Polyid (Mnoid), dann heillt eine partielle
Unt er hal bgruppe (P ,oy) ein Unterpolyid (Untermonoid) von
(P,op), wenn (P',op) ein Polyid mt 1lpclpist.

(Die Bedingung 1pclp ist dabei nicht redundant, da im
al | genei nen nur 1pnP clp gilt.)
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Satz 1.3.16:
Ist (P',op) ein Unterpolyid von (P,op), dann ist 1p =1pnP'".

Beweis:

NatGrlich ist 1pnP' clp. Da (P ,oy) ein Unterpolyid von (P, op)
i st = 1p' glp = 1p- NP glpf\P' = 1p- glpf\P' , da 1p- cP' . =
1p' ::l.pf\l::'l .

Definition 1.3.18:

| st (P, op ein Polyid (Mnoid), dann hei 3t PPcP mit
Neutralelementen, wenn gilt: ueP = 1,(u)eP" und 1,(u)eP .
| st P ei ne bel i ebi ge Tei | menge, dann hei 3t
P =

P u{1(u),1,(u):ueP'} der neutrale AbschluB von P'.

Satz 1.3.20:

Ist (P,op ein Polyid und P cP mt Neutralelenenten, dann ist
P',oy) genau dann ein Unterpolyid von (P,op, wenn P bzgl.
"o" abgeschl ossen und 1p clp ist.

Beweis:

non
[e]

"=" Sei P Dbzgl. abgeschl ossen und 1p clp. Nach Satz und
Definition 1.1.12 ist damt (P ,op) eine partielle
Unt er hal bgruppe von (P,op). Da P cP mit Neutral el enenten
ist und 1lpclp = (P ,oy) ist ein Unterpolyid von (P,op.
"<" Sei (P ,onp) ein Unterpolyid von (P,op) = 1p clp und nach
Satz und Definition 1.1.12 ist P bzgl. "o" abgeschl ossen.
g.e.d.

Satz 1.3.22:

Ist (P,op eine partielle Halbgruppe und 1lp die Menge der
Identitaten, dann ist (1p,op) mt D :={(u,v)eDn (P xP )} eine
partielle Unterhal bgruppe von (P,op. Ist (P,op) ein Polyid, so
ist (1p,oy) ein Unterpolyid.

Beweis:

Da fur zwei Neutralelemente 1, 1,elp mt (1, 1,)eD folgt: 1p=
1,01,=1,. Damit ist 1p bzgl. "o" abgeschlossen. Der Rest ist
trivial.
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Satz und Definition 1.3.24:

Ist (P,op ein Polyid, P cP und U(P ) die Mnge aller

Unterpolyide von (P, op, die P ent hal t en, dann i st

<P'>p: = ﬂ P* ein Unterpolyid von (P,op, das das von P
P" eUp(P")

erzeugte Unterpolyid hei [3t. P hei 3t dann auch ein

Erzeugendensystem von <P' >p.

Beweis:

Nach Satz und Definition 1.1.14 ist ﬂP" eine partielle

P" eUp( P")
Unt er hal bgr uppe. Fiur Unterpolyide ist lpoclp und damt
l1<p > clp. = <P'>p ist ein Unterpolyid von (P, op).

Satz 1.3.26:

Ist (P,op) ein Polyid (Mnoid) und P'cP mt Neutral el enenten,
dann ist <P',.>p ein Unterpolyid (Unternonoid) von (P, op.

Beweis:

Nach Satz wund Definition 1.1.18 ist <P ,o> eine partielle
Unt er hal bgruppe von (P,op. Sei ue<P'>p. Nach Satz 1.1.20
exi stiert eine endliche Zerlegung der Form u= C)ui mt ujeP
i =1

fur 1<i<n. Nach Satz 1.3.6 ist 1;(u)=1;(uq) und 1,(u)=1,(u,) . Da
PP mt Neutralelenenten ist = 1,(uj)eP" und 1,(u;)eP far
1<i<n. = 1;(u)eP" und 1, (u)eP . = <P ,.>p ist ein Polyid
(Monoid), da P c<P',o>p ist. Sei 1p die Menge der ldentitaten
von <P',o>p und uelp = u=l;(u)o.u=l;(u) = u=l;(u)elp = 1lp clp.
Damt ist <P',o>p ein Unterpolyid (Unternonoid).

Definition 1.3.28:

Sind (Pq, oDl) und (P, - DZ) zwei Polyide, dann heil3t ein
Honmonor phi snmus auf partiellen Hal bgruppen ¢: P;—>P, genau dann
ei N Polyiden-Homomorphismus, wenn gilt: UGlplzj ¢(U)Elp2

Anal og hei Bt ¢ ein Polyiden-Monomorphismus bzw. -Epimorphismus

bzw. -Isomorphismus, wenn o ein Mononor phi snus bzw.
Epi nor phi smus  bzw. | sonor phisnus auf partiellen Hal bgruppen
ist. Ist sowohl (Pq, oDl) als auch (Py, - D2) ein Mnoid, so heil3t
¢ entsprechend ei n Monoiden-Homomorphismus bzw. -Monomorphismus
bzw. -Epimorphismus bzw. -Isomorphismus,

Ei n Pol yi den- Hononor phi snus stellt also eine Erweiterung eines
Hononor phi snus fur partielle Hal bgruppen dar, wobei Identitaten
auf ldentitaten abgebildet werden. Als Spezialfall davon ware
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ei n Monoi den- Hononor phi snus ei n Hal bgr uppen- Hononor phi snus der
das Neutral el ement des ei nen Monoi ds auf das Neutral el enent des
ander en Monoi ds abbi | det.

Satz 1.3.30:

Sind (Pq, oDl) und (Py,-p,) zwei Polyide wund ¢:P;—>P, ein
Pol yi den- Hormonor phi snus, dDgnn gilt:

(a) uePy = ¢(1;1(u))=112(¢(u)) und ¢(1,1(u))=1r2(p(u)).

(b) Ist u,veP; und ¢ injektiv, dann ist
(u,v)eDy < (o(u), ¢(v)) ebs.

(c) Ist uePy und ¢ injektiv, dann ist UGlpl & <|)(u)elp2.

(d) ¢ ist genau dann ein Polyiden-Isonorphisnmus, wenn ¢
bijektiv ist.

(e) uePq invertierbar = ¢(u-1)=¢(u)-1.

Beweis:

a) uePp = 1ja(u)ou=u = ¢(1j1(u)ou)=¢(1;1(u))  ¢(u)=¢(u) und
o( 1 1(u)) Elpz, da ¢ ein Polyiden-Honmonorphisnus ist.
Andererseits ist auch 1;,5(¢(u))-od(u)=6(u) mt 1;o(d(u))e
1p,. Nach Satz 1.3.6 (1) und (2) ist damt ¢(14(u))=

Li2(¢(u)). Analog folgt ¢(1r1(u))=1r2((u)).

b) Sei u,veP;. Da ¢ auch ein Hononorphisnus auf partiellen
Hal bgruppen ist, folgt: (u,v)eD;y = (d(u),d(v))eb,. Ist
umgekehrt  (¢(u), ¢(v)) €D, = 1,2(¢(u)) =1 2(e(v)) nach Satz
1.3.6 (5). = 0L 1(u))=0(1) 1(Vv)) nach (a). =
1,1(u)=1;4(v), da ¢ injektiv ist. = (u,v)eD; nach Satz
.3.6 (5).

c) Ist uePy und _UGlpl = ¢(u)elp2, da ¢ ein Polyiden-
Hononor phi snus i st.
Sei u,veP; und ¢(u) elp2 = ¢o(uou) =¢(u) - ¢(u)=¢(u), wobei uou
nach (b) definiert ist. = uou=u, da ¢ nach Voraussetzung
injektiv ist. Sei uov definiert. = o¢(uov)=p(u)- - o(v)=¢(v) =
uov=v, da ¢ nach Voraussetzung injektiv ist. = u ist

| i nkskirzbar. Analog lalt sich zeigen, dall u auch
recht skirzbar ist. Damt ist u idenpotent und |inks- und

recht skurzbar. = UElpl nach Satz 1.3.6 (4).

d) Sei d ein Pol yi den- | sonor phi smnus. = ¢ st ein
| sonor phi smus  auf partiellen Hal bgruppen. = ¢ ist
bijektiv.
| st ungekehrt ¢ bijektiv. = ¢ ist auch injektiv. Dam't
ist (u,v)eD; <& (d(u),d(v))eD, nach (b). = ¢ ist ein
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| sonor phi smus auf partiellen Hal bgruppen. = ¢ ist ein
Pol yi den- | sonor phi snus.

e) ueP; invertierbar = uou1=1,.4(u) = o(u)op(u-1)=¢(1,1(u))=
1r2(¢(u)) nach (a). Analog ist ¢(u-1)od(u)=1j(d(u)). Wegen

= ¢(u)od(u) - 1=1,5(¢(u)) und (u)-Lod(u)=1j(d(u)) ist nach
Satz und Definition 1.3.10 ¢(u 1) =¢(u)-1.
g.e.d.

Un einen spateren Vergleich der Polyide mt den in der
ei nschl agi gen Fachliteratur bekannten Kategorien abrunden zu
kénnen, werden nachfol gend voll kormmene  Erzeugendensyst ene
ei ngef Uhrt und unt er sucht. Zum Ver st andni s des
Gesant zusamenhangs dieser Publikation ist der nachfolgende
Abschnitt jedoch nicht notwendig.
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1.4 Vollkommene Erzeugendensysteme

Definition 1.4.2:

st (Pq, oDl) ein Polyid, dann heilBt eine Mnge Py mt
1p,cP1' <Py ein vollkommenes Erzeugendensystem von (P, op ), wenn
fur jedes Polyid (Py,- D2) jede Abbildung ¢':P;y" >P, mt den
Ei genschaften

(FO) UElpl = (1)l (U) Elpz

(F1) (u,v) eDin(Py' xP1") = (¢" (u), ¢" (v)) €Dy

zu genau einem Polyiden-Honmonor phi snmus ¢ (Pq, oDl) —>(Py, - D2)
fortgesetzt werden kann (d. h. <|)|P1- =¢').

Jedes vol | konmene Er zeugendensyst em I st auch ein
Er zeugendensystem im Sinne von Satz und Definition 1.3.24 we
nachf ol gender Satz zeigt.

Satz 1.4.4:

Ist P ein voll konmenes Erzeugendensystem eines Polyids (P, op),
dann ist <P >p=P.

Beweis:

Da P':=<P >pcP ist, ist die Inclusion Idp:P"—>P ein injektiver
Pol yi den- Honmonor phi snmus.  Andererseits erfullt die identische
Abbil dung Ildp:P —-P cP'cP die Bedingungen (FO)-(F1) obiger
Definition. = Es gibt je genau eine hononorphe Fortsetzung

¢p: P><P'> und ¢:P->P von Ildp, da nach Vorausetzung P ein
vol I konmenes Erzeugendensystem von (P,op ist. Da sowohl die

Hi nt er ei nander ausf Uhrung | dpopp: P><P' >p—P der  Abbil dungen
ldpr und ¢pr als auch Idp: PP nononorphe Fortsetzung von |dp

sind, ist Ildpopp=ldp. Damt ist Idpr auch surjektiv. =
<P' >p=P.
g.e.d.

Hilfssatz 1.4.6:

I'st (M,op) ein Polyid, M' eine Menge mt 1lycM'cM, (M, p)
ein Polyid und ¢':M'—>M eine Abbildung mt den Eigenschaften

(FO) fely = ¢ (f)ely
(F1) (f,9) eDin(M'xM") = (¢'(f), ¢ (9)) €Dy,

so gilt auch:
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(F2) feM' = 112(¢ (f))=¢"(1;2(f)) und 1;2(¢" (f))=¢"(1,1(f)).
Beweis:

feM' = (1;1(f).F) eDin(M' xM") = (¢ (111(f)). ¢ (f)) D, wegen
(F1) und ¢ (11(f)) €ly, wegen (FO). = ¢ (1;1(F)) o' (f)=0¢"(f).
AuBerdem i st 1j,(¢' (F))- ¢ (F)=¢' (f) = 1j(¢' (f))=¢' (114(f)) nach
Satz 1.3.6 (1). Analog folgt 1,o(¢" (f))=¢" (1,1(F)).

g.e.d.

Definition 1.4.8:

Ist (Pq,0on,) ein Polyid, dann heif3t eine Menge P;'cP; ein
freies Bestimmendensystem von (Pq, %h)’ wenn fudr jedes Polyid

(P2, p,) und jede Abbildung ¢;1:1p —1p, jede Abbildung ¢':P;' —P;
mt den Ei genschaften

(F1) (u,v)eDin(P1'xP1") = (¢ (u), ¢ (v)) e
(F3) uePy" = 112(¢" (u))=01(11(u)) und 1,5(¢" (u))=¢1(1;1(u))

zu genau einem Polyiden-Honmonor phi snmus  ¢: (Pq, oDl) —>(Py, - D2) SO
fortgesetzt werden kann (d.h. ¢lp,;=¢'), daB die Restriktion von

¢ auf 1p identisch zu ¢; ist. Besitzt ein Polyid ein freies
Best i rmendensyst em so heilit es ein freies Polyid. Ist ein
freies Besti mmendensyst em gl ei chzeitig auch ein
Er zeugendensystem so hei 3t es ein freies Erzeugendensystem.

Satz 1.4.10:

P1"\1p ist genau dann ein freies Bestinmmendensystem des

Pol yi ds (Pq, °py ), wenn P Ulp, ein vol | kormenes
Erzeugendensystem von (Pq,o D1) I St.

Beweis:

"=" Sei Py":i=Py"\ 1p, ein freies Besti mendensystem P;"':=P;'u

1p, und ¢"':P;"" ->P, eine Abbildung mt den Eigenschaften
(FO) und (F1). Nach Hilfssatz 1.4.6 erfdllt ¢"' auch die
Bedi ngung (F2). Definiere ¢q:=¢"" |1 und ¢": =¢"" |P1.., dann
erfallt ¢" die Bedi ngungen (F1) und (F3). = 3 genau eine
Fortsetzung ¢ von ¢" so, dall ¢ ein Polyiden-Honmonor phi snus
ist mt <|)|1 =p;. = ¢ ist die einzige Fortsetzung von ¢"'
so, daB ¢ él n Pol yi den- Hononor phi snmus i st, da ¢"' =¢;Ud"

i st. = P bzw. P Ulp, I st ein vol | konmenes
Er zeugendensyst em

<" Sei P"" =Py Ulp, ein voll komenes Erzeugendensystem

Pi":=Py"\1p, ¢7: 1p —1p, eine Abbildung und ¢":P;"—>P, eine
Abblldung mt den ' Ej genschaften (F1) und (F3). Definiere

¢ :=¢p,u¢", dann erfiallt ¢ die Bedingungen (FO) und (F1).
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= d genau eine Fortsetzung ¢ von ¢ so, daB ¢ ein
Pol yi den- Homonor phi snmus ist. = Ol1p =91 und Plpyn=0" = ¢ I st
die einzige Fortsetzung von ¢ sé, daR ¢ ein Polyiden-
Honmonor phi snus ist mt ¢, =¢;. = P;"" bzw. P;"\1p ist ein
frei es Besti mendensystem!?

g.e.d.

Satz 1.4.12:

Ist (P,op) ein freies Polyid ohne isolierte ldentitaten, dann
ist jedes freie Bestimendensystem P von (P,op ein freies
Er zeugendensystem d. h. <P >p=P.

Beweis:

Sei P ein freies Bestimendensystem = P uUlp ist nach Satz
1.4.10 ein voll kormenes Erzeugendensystem = <P Ulp>p=P nach
Sat z 1.4. 4 und <P kJ:|.|:)>|:):<F:'l Ulp, o>p nach Sat z 1. 3. 26. =
<P' Ulp, o>p=P. Da V 1€lp und V ueP" mt (1,u)eD bzw. (u,1)eD
gilt: 1lou=u bzw. uol=u, konnen Elenente die keine ldentitaten
sind nicht aus ldentitaten erzeugt werden. = <P Ulp, o>p\ lpc
<P'>p. Da P keine isolierten Ildentitaten enthalt existiert
V 1lelp ein ue<P Ulp,o>p\1lp mt 1;,(u)=1 oder 1,(u)=1 = Nach
Satz 1.1.20 existiert V 1lelp ein ujeP mt 1;(u;)=1 oder
1, ( Uj )=1 = lpc<P' >p = P=( <P Ulp, 0>p\ 1p) Ulpc<P' >p. Wegen
<P'>pcP ist damt P=<P' >p.

g.e.d.

Die Definition des freien Polyids soll spater zur  hier
wesentlich wchtigeren Definition des freien Monopolyids
erweitert werden. Nachfol gend soll allerdings zuvor noch kurz
auf gezei gt werden, dall es sich bei der hier gegeben Definition
far freie Polyide um eine Erweiterung der gewdhnlichen
Definition fur freie Mnoide handelt.

Definition 1.4.14:

Ein Mnoid (Pq,0) heilBt genau dann frei, wenn es eine Mnge
P,"cP; gibt so, daR fur jedes Mnoid (P, -) jede Abbildung
¢ Py —>Py zu genau ei nem Monoi den- Hononor phi snmus
¢: (P1,0) >(Py, -) fortgesetzt werden kann. P;' heif3t dann auch
ein freies Erzeugendensystem von (Pq, o).

Es ist bekannt, daf fir jedes freie Erzeugendensystem P eines
Monoids (P,o) gilt: <P >p=P, was die Bezeichnung (freies)
Er zeugendensystem rechtfertigt.
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Satz 1.4.16:

Ein Mnoid (Pq, oDl) i st genau dann frei, wenn es eine Menge Py’
cP; gibt so, dalR fur jedes Mnoid (Py,- D2) und j ede Abbil dung
¢1: 1p,>1p, j ede Abbildung ¢':P;" »P, mt den Eigenschaften

(F1) (u,v) eDin(Py' xP1") = (¢" (u), ¢" (v)) €Dy
(F3) uePy” = 112(¢" (u))=¢1(1y1(u)) und 1,5(¢" (u))=¢1(1;1(u))

zu genau einem Polyiden-Hononor phi smus ¢: (Pq, oDl) —>(P5, - DZ) SO
fortgesetzt werden kann (d.h. ¢|P1- =¢'), dal die Restriktion von
¢ auf 1p, identisch zu ¢, ist.

Beweis:

Jede Abbildung ¢ :P;'—>P, erfullt die Bedingung (F1), da
(Pq, oDl) und (Py, - DZ) nach Satz 1.3.4 Hal bgruppen sind.

Andererseits ist jede Abbildung ¢;:1p—1p, identisch zu der
Abbi | dung, die das Neutralelenent ‘von (Pq1,0pn,) auf das
Neutral el enent von (P, oDZ) abbildet. Damt erfullt jede
Abbi | dung ¢':Py' >P, auch die Bedingung (F3). Aulerdem ist
j eder Pol yi den- Homonor phi snus  ¢: (Pq, °py ) >(P>2, - p,) ein Mnoiden-
Hononor phi snus der das Neutral el emeht  von (P1, op,) auf das
Neutral el enent von (P, o ) abbi |l det, womt die Restriktion von

¢ auf 1p, identisch zu ¢, ist.
g.e.d.

Di es zeigt aber auch, das nicht jedes freie Mnoid gleichzeitig
auch ein freies Polyid ist, da (P, - D2) als Mnoid und nicht
al s beliebiges Polyid vorausgesetzt wrd.
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2. Monopolyide

2.1 Gundl agen . ... 30
2.2 Sequentielle Darstellungen ......................... 37
2.3 Mbonopol yi den- Hononor phi snmen und dbertragbare
Abbi l dungen .. ... . .. . . 41
2.4 Upberfihrbare sequentielle Darstellungen und
Substitutionsbasen ....... ... ... ... ... ..., 50
2.5 Vol | konmene und freie Munopolyide .................. 55
2.6 Al pha-vol | konmene Monopolyide ...................... 59
2.7 Spezielle symetrische Substitutionsnmengen ......... 62
2.8 Natdrliche Mnopolyide ......... ... ... .. .. .. ... . ..., 69

Bei einem Mnopolyid handelt es sich um eine algebraische
Struktur mt zwei Operationen, die aus einem Mnoid und ei nem
Polyid besteht. Das Ziel diese Kapitels ist es, gilnstige
Kriterien bzw. Methoden angeben zu kodnnen, die es erlauben
bestimte Abbildungen von einem Erzeugendensystem eines
Monopolyids in ein anderes zu genau einem Mnopolyiden-
Hononor phi snus fortzusetzen. Dies fuhrt zur speziellen Klasse

der voll kommenen bzw. o-vol |l kormmenen Monopol yide. Diese sind
von grofer praktischer Bedeutung. Um fir diese Klassen
geei gnete Erkennungsnerkmal e angeben zu kénnen, I st es
not wendi g, detailliert auf sequentielle Dar st el | ungen

symmetri sche Substitutionsnmengen und natdrliche Monopolyide
ei nzugehen.
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2.1 Grundlagen

Ver gl ei chbar mt der al gebraischen Struktur des Ringes, die aus
einer Guppe und einer Halbgruppe besteht, besteht ein
Monopol yi d aus ei nem Monoi d und ei nem Pol yi d.

Definition 2.1.2:

Das Tupel (M x op) soll genau dann ein monoidales Bipolyid oder
kurzer Monopolyid hei Ben, wenn (M x) ein Mnoid (mt
Neutral el ement 0) und (Mop ein Polyid ist und fol gendes gilt:

(1) Oelpy
(2) f,gely = fxgely

(3) (f,g),(h, e),(fxh, ge)eD < (fog) «(hoe) =(f <h) o g-€)
(4) (f,qg),(h,e)eD = (fxh, ge)eD

(Di e Bedingung (4) ist bereits eine sehr strenge Voraussetzung.
Wirde nman statt dieser noch strenger (4a) (f,g),(h,e)eD <

(fxh, g¢) eD oder auch nur (4b) (fxh,gxe)eD = (f,qg),(h,e)eD
fordern, so wirde sich die Struktur des Monopolyids dadurch so
sehr vereinfachen, daB (Mx) und (Mop zwei identische Monoide
waren. Der Beweis dazu ist sehr einfach. Angenommen statt (4)

gilt (4b), SO fol gt: (f,g)eD = (fx0, 0xg) eD =
(f,0),(0,9)eD = fog=(f=x0)o(0xg)=(fo0)x(go0)=fxg, da 0elp Ist
lelyy = (1,1)eD = (1,0) eD = 1=1.0=0. Danit ware O die einzige
ldentitat von (Mop und dieses damit ein Mnoid. Nach Satz
1.3.4 st (M op) dam t ei ne  Hal bgruppe. = DM =
fog=fxg flir alle f,geMund damt (M op=(Mx).)

Al's nachstes werden einige Beispiele fur Monopol yi de
vorgestel lt.

Satz 2.1.4:

(1) Ist (H+) ein komutatives Mnoid, so ist (H + +) ein
Monopol yi d.

(2) Ist IN, die Menge der natiarlichen Zahlen einschliel3lich O,
dann ist (IN,, +, +) ein Mnopolyid.

(3) Sei fur eine Abbildung f:A->B L(f):=A und R(f):=B. Ist @
ei ne Menge von Mengen, die bzgl. des cartesi schen Produkts
"xX" (mt Jed als Neutral el ement) abgeschl ossen ist, F, die
Menge al l er Abbildungen f mt L(f),R(f)ef, O die Abbildung
m t L(0) =R(0) =g, b ={(f,9) eFxF;: R(f)=L(Q)},
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feg: L(f) >R(g) die Abbildung mt (feg)(z):=g(f(z)) bzw
0s0=0 und fxg: L(f)xL(g) »>R(f)xR(Q9) m t (fxg)(y, z)=
(f(y),9(z)) bzw fx0=f und O0f=f V feFy, dann ist (Fy x e
ei n Monopol yi d.

Beweis:
1) Trivial, da fur f,g,h,eeH gilt: (f+g)+(h+e)=(f+h)+(g+e)
2) Folgt aus (1), da IN, ein komrutatives Monoid ist.
3) Es ist leicht nachzuvollziehen, daB (Fyx) ein Mnoid mt

Neutral el ement O ist und (Fye;) ein Polyid ist, bei dem
gerade die identischen Abbildungen und O die ldentitaten
sind. Damt werden offensichtlich auch di e Bedi ngungen (1)
und (2) erfdallt. D e Bedingungen (3) und (4) zeigt man
durch ei nfaches nachrechnen.

Es fol gen einige Gundrechenregeln fir Mnopolyide.

Satz 2.1.6:

Ist (Mx, op ein Mnopolyid und f,g,h,eeM dann gilt:

(1) L, (fx9)=1,(f)x1;(9) und 1,(fxg)=1,(f)1;(0Q)

(2) £29=(fx1;(9)) (1, (f)xg)=(1(f)-g)o(fx1,(9))

(3) (f,g)eD und 1ely = (14, 1.9) eD und (fx1, g«1) eD.

(4) (f,g)eD und 1elpy = (fog)«1=(fx1)o(gxl) und 1«(fog)=
(1<) o( 1x9) _ _ _

(5) Sind f und g bzgl. "o" invertierbar, so ist (fxg)-1=f-1.g-1

(6) (f,g), (h,e)eD, 1lely und fog=hoe =
( 1.f ) o( 1><g) =( 1><h) o( 1><e) und (f ><1) o( gxl) =( hxl) o( exl) .

Beweis:
1) (1|(f)x1|(g))o(fxg) =(1;(f)of)x(1,(9)-0)=fxg. Wegen Definition
.2 (2) ist 1;(f)x1;(g) eine ldentitat. Nach Satz 1.3.6
|st 1, (fxg) die einzige ldentitat mt 1,(fxg)o(fxg)=fxg =
1, (fxg) =1, (f)~1,(g). Analog ist 1,(fxg)=1,(f)x1,(9).

2) Wegen (f,1,(f)),(1,(9)9)eD = (fx1;(9),1,(f)xg)eD = fxg=
(folr(f)) (1|(g)og) =(f-11(9)) (1 (f)~9). pnalog ist  f.g=
=(1(f)of) (901, (9)) =(1, (f)-9) o(f<1,(g)) = Behauptung.

3) (f,g)eD und 1ely; = 1,(f)=1,(g) nach Satz 1.3.6 (5) und
1 (1) =1, (1) = 1 (1)1, () =2,(21) 1 (9) =1, (1) <1, (9) =
1, (1) =1, (1x9) nach (1). = (1«f,1xg) eD nach Satz
1.3.6 (5). Analog folgt: (fx1,gx1l) eD.

4) (f,g)eD und 1€l = (1,1)eD = (fx1l,9x1)eD = (foQ)x1=
(fog) x(1e1) =(fx1) o(g-1). Analog fol gt 1«(fog)=(1f)o(1xg).

5) Sind f wund g bzgl. "o invertierbar, so ist nach

Definition 1.3.8 und Satz 1.3.12 1,(f)=fof-1=1,(f) und
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1,(g)=geg-1=1,(g). Da nach (1) wund Satz 1.3.12 (1)
L(fxg) = 1,(f):L (9 = L(f-H:L(ghH=L(f-gl) =
(fxg,f-1xg°1)eD nach Satz 1.3.6 (5 = (fxg)o(f-1.g1)=
(fof"1)x(gog 1) =1, (f)x1;(g) =1, (fxg) nach (1) und Definition
2.1.2 (3) und (4). Anal og i st (f-1g-1)o(fxg) =
(f-lof)x(g tog)=1,(f)x1,(9)=1,(fxg). = f-lg 1l ist Rechts-
und Linksinverses von fxg. = (fxg) -1=f-l.g-1 nach Satz und
Definition 1.3.10.

6) (f,g), (h,e)eD, 1lely und fog=hoe = (1«f, 1x9), (1xh, 1xe)eD
nach (3). Mt den Axionmen fur Monopolyide folgt damt:
(1F) o( 1xg) =( 1o1) «( f og) =( 1o1) x( hoe) =( 1xh) o 1xe) .

D e Behauptung (fx1)o(gxl)=(hx1)o(exl) fol gt anal og.
g.e.d.

In Fornmel (5) darf nicht UUbersehen werden, dall sich das
I nverszei chen "hoch -1" auf die Operation "o" bezieht.
Verwendet man statt dem Operationszeichen "x" das Zeichen "+",
so andert sich (5) zu (f+g)-1=f-1+g-1, wonmit die Aussagekraft
di eser Fornel noch deutlicher hervortritt, da im Korper der
reellen Zahlen im allgeneinen (f+g)-1#f-1+g-1 ist. (Man
vergl eiche dazu auch mt der Fornel Satz 1.3.12 (3), in der
bei m Auf |l 6sen der Kl ammern di e Operanden vertauscht werden.)

Definition 2.1.8:

Ein Mnopolyid (Mx, op) heillt kiirzbar, wenn sowohl das Monoid
(M) als auch das Polyid (Mop) kurzbar sind.

Definition 2.1.10:

Ist (Mx,0op ein Mnopolyid, dann heilst (M, x op) genau dann
ei N Untermonopolyid von (Mx, op), wenn (M,x) ein Unternonoid
von (Mx) und (M,oy) ein Unterpolyid von (Mop ist. Ein
Unt er nonopolyid M von M hei 3t ein echtes Untermonopolyid, wenn
M =M i st.
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Definition 2.1.12:

| st (M x, op) ein Monopol yi d, dann hei 3t McM mit
Neutralelementen, wenn gilt: feM = 0eM, 1,(f)eM und 1,(f)e

M. Ist M eine beliebige Teilnenge, dann hei 3t "'=M U0}y
{1, (f),1,(f):ueM} der neutrale AbschluB von M'.

Satz 2.1.14:

st (Mx op) ein Mnopolyid und McM mt Neutral el enenten, dann
ist (M,x oy) genau dann ein Unternonopolyid von (Mx, op), wenn

M bzgl. "x" und "o" abgeschlossen und 1y,clyist.
Beweis:
"=" Sei M bzgl. "x" und "o" abgeschlossen und 1\,cly Da 0eM

= 0e€ly. Nach Satz 1.3.20 = (M,x) ist ein Unternonoid
von (Mx) und (M,oy) ein Unterpolyid von (Mop). = (M,
op ) ist ein Unternonopolyid von (M x, op) .

"<" Sei (M, x,0p) ein Unternonopolyid von (Mx,op = (M,x)
ist ein Unternonoid von (Mx) und (M,oy) ein Unterpolyid

von (Mop. Nach Satz 1.3.20 = 1yclyund M ist bzgl. "X
und "o" abgeschl ossen.
g.e.d.

Satz 2.1.16:

| st (M x, op) ein Monopol yi d, SO i st (1pm % op ) ein
Unt er nonopol yid von (M x, op)

Beweis:

1yeM ist naturlich mt Neutralelenenten. Nach Satz 1.3.6 (4)

sind ldentitaten idenpotent. = 1y st gegenuber "o
abgeschl ossen. Da (Mx op) ein Mnopolyid ist, ist 1y nach

Definition 2.1.2 (2) auch gegenuber "x" abgeschlossen. Damt
ist (1yx op) Nach Satz 2.1.14 ein Unternonopolyid von (M x, op).
g.e.d.

Satz 2.1.18:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, so bildet die Mnge aller in-
vertierbaren Elenente M1l.={feM f ist bzgl. "o" invertierbar}
ei n Unternmonopol yid von (Mx, op) mt 1M1l

Beweis:

Trivialerweise ist 1ycsMl. = M1 ist eine Teilnmenge von M nmit
Neutral el ementen. Da M1 nach Satz 2.1.6 (5) gegeniuber "x" und
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nach Satz 1.3.12 (3) gegenuber "o" abgeschlossen ist, ist M1
nach Satz 2.1.14 ein Unternonopolyid von (M x, op).
g.e.d.

Es folgen einige Satze und Definitionen, die der Vorbereitung
der Ei nf Uhrung von Erzeugendensyst enen di enen.

Hilfssatz 2.1.20:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, n=2 wund f;,g;eM flir 1<i<n,
und (fi,fj+1),(9j,0i+1) €D fur 1<i<n-1, dann gilt:

(Of).( Og)=01 9.
=1 =1 i =1

Beweis:

Fir n=2 ist der Satz richtig und wohl definiert nach Definition
2.1.2. Wegen (fi,fi41).(9i.9i+1)eD = (fixgi,fj+1x0i41) €D fur
1<i<n-1. Damt folgt induktiv:

(01« Oy, )=((i”§fi)of 2 x<(i”§gi ) o) =((i”§fi)x( C§g ) off negn) =
(:‘Ql(fixgi))o(fnxgm:ig(fixgi).

Satz und Definition 2.1.22:

Ist (Mx op) ein Mnopolyid und McM mt Neutral el enenten, dann
st <M, x, o>\ =<<M , x>\ o> bzgl. "x" und "o" abgeschl ossen.
<M, x, o>\ hei Bt die Menge der endlichen Produkte von M' in M
bzgl. "x" und "o" und ist ein Unternonopolyid von (M x, op).

Beweis:

Nach Satz wund Definition 1.1.18 ist <M, >, gegenuber "\"
abgeschl ossen und Mc<M, x>y = 0e<M, x>y, Nach Satz 1.1.20
exi stiert zu jedem fe<M, >\, eine endliche Zerlegung der Form

n
f=Xf, mt f;eM. Aus f;eM = 1, (fj)eM und 1,(fj)eM =
i=1

n n
L (f)=4,( X f;)=X 1,(fj )eM und analog 1,(f)eM. Damt ist
i =1 i =1

<M ,.>y W eder eine Menge mt Neutralel enmenten (bzgl. "x" und
"o"). Mt den gleichen Argunenten erhalt man: 0e<M, x, o>); SOwW e

1|(f):1|(igfi):1|(f1)e<|\/|,x>Ng<M,><,o>M und 1r(f):1r(i9fi):

1I’(f n) e<M, ><>|\E<M y Xy 0>M. Dam t i st <M, x, o>|\EM mt
Neut r al el enent en.

Nach Satz und Definition 1.1.18 ist <M, x, o>\;f<<M , x>\ o>\ bzgl .

abgeschl ossen. Zeige: <M, o>, 1ist auch bzgl. x
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abgeschl ossen. Seien f,ge<M, x, o>, Nach Satz 1.1.20 existiert

je eine endliche Zerlegung der Form f= bfi bzw. g= bgi m t
i=1 i =1

fi,gje<M,>y Da <M, x>y zu jedem El enment auch eine |inke und

rechte Identitat enthalt, kann o.B.d. A n=m angenonmen werden,
da fehlende Miltiplikanden durch Ildentitédten ersetzt werden

kénnen. = fxg=( bfi)x( C)gi)=b(fixgi) nach Hilfssatz 2.1.20.
i =1 i =1 i =1

<M, >\ i st bzgl. "' abgeschlossen = f;xgje<M, >y = fxg= C)(fi
i =1

x0j ) €M, x>0 >\VE<M , x, o>\
We oben gezeigt ist <M, x, o>cM mt Neutral el ementen und damt
nach Satz 2.1.14 ein Unternonopolyid.

g.e.d.

Hilfssatz 2.1.24:

Ist (Mx op) ein Mnopolyid und McM mt Neutralel enenten, dann
m
|aBt sich jedes fe<M,. o>y in der Form f=O(X i)
i=1j=1
darstel l en, wobei fij;eM ist.

Beweis:

Da <M, x, o>\F<<M , x>\ o>\ I st, kann jedes fje<M, >\, in der Form

m
fi=X f;; mt fj;eM dargestellt werden. Aus dem selben G und
j=1

kann jedes fe<<M,f.>y, o>y in der Form f= C)fi dargestel |t
i=1

wer den, wobei fje<M,.>, ist. = Behauptung.
g.e.d.

Satz und Definition 2.1.26:

Ist (Mx op) ein Mnopolyid, McM und Uf(M) die Menge aller

Unt er nonopol yide von (Mx,op, die M enthalten, dann ist

<M'>y = ﬂ M' ein Unternonopolyid von (Mx op), das das von
M' eUp(M)

M erzeugte Untermonopolyid heif3t. M hei &t dann auch ein

Erzeugendensystem von <M >

Beweis:
Nach Satz 2.1.14 ist jedes (M, x op)eUf(M) bzgl. "x" und "o
abgeschl ossen mt 1pycly = <M>y, ist bzgl. " und "o"

abgeschl ossen mt 1.y >M<;1M Nach Satz 2.1.14 ist <M >y also ein
Unt er nonopol yid von (M7, x, o).
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Satz 2.1.28:

Ist (Mx oy ein Mnopolyid und N der neutrale AbschluB von
M cM dann ist <M >y =<N', x, o>

Beweis:

Nach Satz und Definition 2.1.22 st <N, x,0> €in
Unternonopolyid von (Mx op. = <M>y c<N',x, o>y Da <N', x o>y
die kleinste Teilnenge von M ist, die gegeniber "x" und "o"
abgeschlossen ist und N als Teilnenge enthdlt und <M >y
ebenfal | s gegentber "x" und "o" abgeschlossen ist mt N c<M >y
= <N, x, o>\2<M > = <N, 5, o>\F<M >\

Er zeugendensystene werden im weiteren Verlauf noch eine
wi chtige Rolle spielen.
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2.2 Sequentielle Darstellungen

Im Prinzip stellen sequentielle Darstellungen 3xn-Matrizen dar
deren Koeffizienten mt El enenten aus ei nem Monopol yid beset zt
sind (we nachfolgende Definition zeigen wrd). Der Nane
"sequentielle Darstellung" ist dabei en Verweis auf die
Mgl i chkei t ein El enment des Mnopolyids in der Form
(1t 1><f 1><1b1) 0. ..o 1; nxf nxlbn) dar zust el | en.

Definition 2.2.2:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, dann heilBt eine 3xn-Mtrix

1[1 lm
S=|f, .. f

1 L

1<i<n  und  1,(1¢ifi<pi) =2 (L¢j+1Fi+1x1pi+y) flUr 1<i<n-1. Die
Menge Kern(S):={f;: 1<i<n} hei it der Kern von S, L(S):=n heil3t
die Lange von S und oy(S): =(1;1xf 1x1p1) o . . o( 1t p<f 1x1pn) hei Bt der
Wert von S. Ist oS)=f, dann heif8t S auch eine sequentielle
Darstellung von £. S(J) sei als die j-te Spalte von S
definiert. Ist McM mt 1M, so sei sS(M,M') als die Menge
all er sequentiellen Darstellungen S mt Kern(S)cM definiert.

ei ne sequentielle Darstellung, wenn 1;;, 1y €ly for

Definition und Satz 2.2.4:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, McM nmt 1,cM und S, S eS(MM),
dann heifRen S und S &Aquivalent (in Zeichen sS~S'), wenn
oM S)=o\(S') ist. Dabei definiert die Relation "~" eine
Aqui val enzrel ati on auf S(MM).

Beweis:

"~" definiert trivialerweise eine Aquivalenzrelation auf
S(MM), da "=" eine Aquival enzrel ation auf Mdefiniert.

Ist S eine sequentielle Darstellung, so kann also wo\(S) in der
Form oy S)=(11xf 1x1p1) 0. . . o( 1t pxf nx1p,) dargestellt werden. @G bt
es ungekehrt zu feMeine Darstellung der Form f=(1;xf 1x1p1)o...0

(i pf ndpn) mMt 14, 1p;€lyy so kann daraus unmittel bar eine
Matrix S obiger Form gewonnen werden so, dalB S eine
sequentielle Darstellung von f ist. Da f=0£fx0 ist, ist klar,

dal zu jedem feM eine sequentielle Darstellung existiert.
Di ese Aussage kann jedoch noch genauer spezifiziert werden.
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Hilfssatz 2.2.6:

Ist (Mx, op) ein Mnopolyid und McM ein Erzeugendensystem von
(Mx,op, so existiert fur jedes feM1ly, eine sequentielle
Darstel lung SeS(M mt opS)=f und Kern(S)cM\ 1y

Beweis:

Zeige, daB jedes feM1ly in der Form f=(1;1xf 1x1pg)o. ..o L pxf x
1lp,) dargestellt werden kann mt 1;;, 1p €ly und fjeM\1y far
1<i <n. Dann kann daraus unmttel bar eine sequentielle
Darstel lung S von f gewonnen werden mt Kern(S)cM\ 1y

M ist ein Erzeugendensystem von (Mx, op) = M<M >y, Nach Satz
2.1.28 = M=<N',x, o>, Nach Hilfssatz 2.1.24 kann damt jedes

feM in der Form f—C)( X flj) m t fijeV dargestel It werden.
i=1j=1

Zei ge zunachst Uber |nduktion, dal jedes f;':=X fij i n obiger

j =1

Form dargestel It werden kann.

Nach Satz 2.1.6 (2) gilt allgenein: gxh=(1,(9)<9)x(hol,(h))=

(1 (9) xh) o(g-1,(h)) =(1; (g) xh-0) o(gx1,(h)) =

Fiar m=1 ist f;,=(0«f;1x0)

Angenommen die Aussage ist fir m=n-1 richtig und m=n.

und h::fin = flj—gxh (1|(g) ><h><0)o

|| )(3

j
(9x1,(h)) (1|( X flj)xf n<0) o(9x1,(fin)) - (1|(j>=<1fij)><fin><0) | st

ei n Faktor ob| ger Form da das Produkt zweier Ildentitaten

Definiere g:= X f.
=1
-1

wi eder ei ne | dent it at I St. g | &t si ch nach
I ndukti onsvoraussetzung in obiger Form darstellen. Sei
9=( 1t 1x91-1p1) o- - - o( 1t yImlpm » dann i st 91, (fjn)=
(1t p91-Ipply (Fin)) e - o L miOmlonede (fin)) nach Satz 2.1.6 (4).
Dam t kann j edes fi" in obiger Formdargestellt werden.

Da f:bfi kann auch f in obiger Form mt fijeV dargestel |t
i=1

werden. Angenonmen es ist fj;ely, so handelt es sich bei dem
ent sprechenden Faktor um eine ldentitat, die weggekurzt werden

kann. (D.h. der Faktor kann entfernt werden.) Da feM1y ist,
muf3d dabei m ndestens ein Faktor Ubrig bleiben. Damt kann jedes
fij als Element von N\ 1M \1y vorausgesetzt werden.

g.e.d.

Satz 2.2.8:

Ist (Mx, op) ein Mnopolyid und McM ein Erzeugendensystem von
(Mx,op mt 1LyecM, so existiert fur jedes feM eine
sequentielle Darstellung SeS(MM) mt o(S)=f.
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Beweis:

Ist fely so ist uber f=(0«fx0) eine entsprechende sequentielle

Darstel lung SeS(M gegeben. |st dagegen feM1y, so existiert
ei ne derartige sequentielle Darstellung nach Hlfssatz 2.2.6.
g.e.d.

Al's néachstes sollen die Operationen des Monopolyids auf die
Menge S(M M) dbertragen werden.

Definition und Satz 2.2.10:

Ist (Mx, op ein Mnopolyid, 1)eMcM S, S eS(MM) mt

1a 1, 1, 1’
S=|f, .. f | S=/f . f'

L L, L Lo’
und f Or 1I’ ( 1t nxf nxlbn) :1| ( 1t 1I «f 1I xlbll )
L, L L Lo’
SoS = f, .. f, f .. )], dann ist (S(MM),o) mt

Ly Ly Ly L'
5 ={(S,S)eS(MM)XS(MM): 1,(1indf n1lpn) =1 (i1 xf1" x1p1' )} eine
partiel |l e Hal bgruppe.

n H

Beweis:

Es ist leicht zu sehen, dalB ScS' €eS(MM) und damt "o" eine
partiell definierte Operation auf S(MM) ist. Das partielle
Assozi ativgesetz | &3t sich ebenso ei nfach nachwei sen.

Satz 2.2.12:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, LycMcM und S, S e(S(MM), o),
dann i st (S,S)ed < (ofS),oMS))eb sowie of SeS') =
oM S) cop( S') und Ker n( SoS' ) =Kern(S) uKern(S'), wenn SoS'
definiert ist.

Beweis:

Seien Sund S we in Definition und Satz 2.2.10 gegeben, dann
gilt m t Sat z 1.3.6 (5): (S,S)eh < 1, (1¢ pf pxlpn) =
1 (11 1" <1’ ) © L (o S)) =1 (o S)) & (o S), oS )) eD Der
Bewei s zu opf SeS' ) =op[S) e S') und Kern(S.S )=Kern(S)Kern(S)
ist trivial.

g.e.d.
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Definition und Satz 2.2.14:

Ist (Mx, op ein Mnopolyid, 1)eMcM S, S eS(MM) mt

L, L, L. L'
S=|f, .. f,|, S=f" .. f.,| und
L, 1, L, 1,
1, L, loxly Lol
SS = f, . f, ' . 1) m t
Ll Lyl 1y 1,

1|_: :1| (1t 1' «f 1' ><:|.b:|_l ) und 1R: ::I'I'(lt nxf nxlbn) , dann i st (S( MM ) , ><)
ei ne Hal bgr uppe.

Beweis:

Ber icksichtigt man die nach Satz 2.1.6 (1) geltenden Forneln
1, (fxg) =1, (f)x1;(g) und 1,(fxg)=1,(f)x1,(g), sowe 1,(f)=f Vfely
und 1,(f)=f Vvfely, so kann man durch nehr oder weniger

ei nfache Koeffi zi entenrechnung zei gen, dalR SS eS(M M) ist und
das Assoziativgesetz gilt.

Satz 2.2.16:

Ist (Mx,0op ein Mnopolyid, 1cMcM und S, S e(S(MM),x),
dann ist oSS )=oMS)xop S ) und Kern(S<S )=Kern(S)uKern(S).

Beweis:

Seien Sund S we in Definition und Satz 2.2.14 gegeben, dann
gl | t m t Sat z 2.1.6 (4) . (DN( S8 ):( 1t 1><f 1><1b1><1|_) 0...o0
( 1t 1><f 1><1b1><1|_) O( 1R><1t 1I ><f 1I lell ) O. . . O( 1R><1t 1I ><f 1I lell ) =
(((1f1xf 1x1pg) on + v o( Lp 1xf 1x2p1) ) x1) o( Lpe( (L 1" xF 1" x1pg' )or . 0
(Li1" 1" dp1")) =(oM ) 1) o( g S )). Da 1= (o(S)) und
1=, (o(S)) ist nach Satz 2.1.6 (2) (oM S) 1) o(1lrpepf(S')) =
(oM S) <1 (o S")) o( 1 (e S)) xof S ) ) =M S) xof S ) .
Der Beweis zu Kern(S<S')=Kern(S)uKern(S') ist trivial

g.e.d.

Es ist leicht einzusehen, dalR die Menge S(MM) mt den
Qperationen "x" und "o" leider kein Mpnopolyid bildet, da zum
Bei spi el kei ne l'inks- und rechtsseitigen I dentitéaten
exi stieren. Gdeich zu Beginn des nachsten Anschnitts wrd
j edoch gezeigt, daR bei entsprechendem Zusamenfassen zu
Aqui val enzkl assen ein Monopolyid gebildet werden kann. Dieser
Urst and kann w ederum genutzt werden, wenn sogenannte, auf
sequentielle Dar st el | ungen Ubertragbare Abbi | dungen zZu
Monopol yi den- Hononor phi snen fortgesetzt werden soll en.
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2.3 Monopolyiden-Homomorphismen und
ubertragbare Abbildungen

Di e strukturerhaltenden Abbildungen im Bezug auf Monopolyide
si nd di e Monopol yi den- Honmonor phi snen.

Definition 2.3.2:

Sind (M, x oDl) und (M, +, - D2) zwei Monopol yi de, dann hei 3t eine
Abbi | dung ¢: M—M, genau dann ein Monopolyiden-Homomorphismus

wenn ¢ sowohl bzgl . "t als auch "o" ein Polyiden-
Hononor phi snus i st. Anal og hei 3t ¢ ein Monopolyiden-

Monomorphismus bzw. -Epimorphismus bzw. -Isomorphismus, wenn ¢
sowohl bzgl. "x" als auch "o" ein Polyiden-Mnonorphisnus bzw.

- Epi nor phi smus  bzw. -Isonorphisnmus ist. ¢ hei 3t der triviale
Monopol yi den- Hononor phi snmus, wenn ¢(f)=0 V feM ist.

We bereits erwahnt, bildet die Menge der sequentiellen
Darstellungen (S(MM),x o) kein Mnopolyid. Jedoch kann man
unter Verwendung des nachfol genden Satzes zeigen, dal3 bei
ent sprechendem Zusanmmenf assen der El enente zu Aqui val enzkl assen
ei n Monopol yi d gebi | det werden kann.

Satz 2.3.4:

Ist (Mx) ein Mnoid, (Moy ein Polyid, (I\/b,+,-D2) ein
Monopol yid und ¢: M>M, sowohl ein Mnoiden-I|sonorphi snus bzgl.
"x" als auch ein Polyiden-Isonorphisnus bzgl. "o, so ist
(M, op) €in zu (M, + - D2) i sonor phes Monopol yi d.

Beweis:

Es ist nur zu zeigen, dal (Mxop die Mnopolyidengesetze
erfullt. Dabei wird stets ausgenutzt, dall ¢ ein |sonorphisnus

i st.
0) Da ¢ Polyiden-Isonorphisnmus ist, ist ¢ bijektiv und dam't
auch injektiv und es gilt nach Satz 1.3.30 (b) und (c):

(f.g)eD & (d(f), ¢(9)) €Dy und fely < §(f) ely,

1) Sei (f,00eD = (§(f),8(0))eD, = &) §(0)=o(f) =
G 1(O(F) - 6(0)) =7 1(o(f)) o7 1($(0)) =" 1(o(f)) = fo0=f. Analog
folgt mit (f,0)eD = Oof=f = Oelpy

2) f.gely = 6(f), 8(9) ely, = o(F)+4(g) ely, = ¢ 1(o(f)+0(g)) ely
= ¢ 1o(f)) 4 1(8(9)) =F-gely

3) (f.g),(he),(f-hge)edD o (6(F), 6(9)), (o(h), d(e)),
(6(F)+b(h), 6(g) +6(e)) €Dy wg. 0) < (o(f)- d(g))+(d(h) - é(e))=
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(o(f)+o(h)) - (o(9) +d(e)) < () 9(9))+(o(h)-d(e))) =
o L((o(f)+d(h)) - (o(g)+d(e))) < (fog)«(hoe)=(fxh)o(gxe)

4) (f,9),(h,e)eD = (o(f),o(9)).(¢(h),o(e))eD, wg. 0) =
(¢(f)+o(h), ¢(g)+d(e)) Do = (¢ 1(¢(f)+o(h)), ¢ 1(¢(g)+d(e))) D
= (th, gxe) eD.

g.e.d.

Satz 2.3.6:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid und M ein Erzeugendensystem von

(Mx,op) mt 1M, dann ist (S(MM)/~ x05) ein zu (M x op)
I sonor phes Monopolyid. (D e zugehorigen Operationen werden
dabei wi e dblich Uber entsprechende Reprasentanten definiert,

wobei [S] fir die Aquival enzkl asse von SeS(M M) steht.)

Beweis:

Nach Definition und Satz 2.2.4 ist "~" eine Aquival enzrel ati on.
Da di e Qper at i onen " und "o uber ent sprechende
Reprasentanten der Aquival enzkl assen definiert werden, ist

(S(MM)/~,x) nach Definition und Satz 2.2.14 eine Hal bgruppe
und (S(MM)/~ o) nach Definition und Satz 2.2.10 eine
partielle Hal bgruppe. Da jedes SeS(MM) nmt Kern(S)cly eine
Identitat definiert, definieren die Aquival enzkl assen von

0 0 0

0 bzw. |L(y(S)| und |1(4(S)

0 0 0
gerade das Neutral el enent beziglich "x" bzw. die links- und
rechtsseitige Ildentita von [S]. Damt ist (S(MM)/~ ) ein
Monoid und (S(M M)/~ 05 ein Polyid.
Definiere wp(S(MM)/~ x0) > Mmt oy[S])=oS). Dann ist
oy hach Definition von ~ eine injektive Abbildung. Da M ein
Er zeugendensystem ist, ist oy nach Satz 2.2.8 auch surjektiv
und somt bijektiv. Ist [S],[S]e(S(MM)/~ x05), so ist nach
Satz 2.2.16 op[S]x[S])=oM SS )=opS) oS )=oM[T])xoM[S])
und nach Sat z 2.2.12 OM[S]o[S 1) =SS )= S) o S') =
OM[S])oco[S']), wobei [S]o[S ] genau dann definiert ist, wenn
o S)oo(S') definiert ist. Damit kann nan zeigen, daB oy
I dentitéaten auf I dentitéaten abbi | det und som t ein
Monopol yi den- | sonor phi smus i st. = Nach Satz 2.3.4 st
(S(MM )/~ %0 ein zu (M x op) isonorphes Mnopolyid.

g.e.d.

Sind zwei Monopolyide (M, x, oDl) und (M, +, - D2) gegeben, so ist
es manchmal von besonderem™ |Interesse ei'nen Mbnopol yi den-
Honmonor phi snmus angeben zu kénnen, der jedem Elenent aus M, ein

J. Hubl Partielle Halbgruppen, Polyide und Monopolyide



2.3 Monopolyiden-Homomorphismen und ibertragbare Abbildungen 43

El ement aus M, zuordnet. Nachfol gend wi rd darauf hingearbeitet
zu kl aren, welche Bedi ngungen das Monopolyid (M, x, oDl), ei ne
Teil menge M' cM, und eine Abbildung ¢ :M'—>M erfillen nissen,

damt, ¢ zu genau einem Hononorphisnms ¢ M—M, fortgeset zt
wer den kann.

Satz und Definition 2.3.8:

Sind (Mx,op und (M,+, - D2) zwei Monopolyide, McM mt 1M,

dann muf3 eine Abbildung ¢ :M—>M, die =zu genau einem

Monopol yi den- Hononor phi snus fortset zbar I st, f ol genden

Bedi ngungen genigen:

(FO) ¢'(0)=0 und fdr f,gely = ¢ (f),¢' (9) €ly, sowe ¢ (f-9)=
¢ (f)+¢" (9)

(F1) (f,9)eDAMxM = (¢ (f), ¢ (9)) Dy

¢ hei Bt dann die Minimalvoraussetzungen zur Fortsetzung =zu
genau einem Monopolyiden-Homomorphismus erfillend.

Beweis:

Angenonmen ¢ kann zu einem Mbnopol yi den-Hononor phi snus ¢

fortgesetzt werden, dann ist die Restriktion von ¢ auf 1y
ebenfalls ein Mnopolyi den- Hononor phi smus von 1, nach M. Da

diese Restriktion auf 1, mt ¢ identisch ist, mul3 ¢ die
Bedi ngung (FO) erfillen. Da die Restriktion von ¢ auf M gerade
¢ ist, erfdallt ¢ auch die Bedingung (F1).

Hilfssatz 2.3.10:

Sind (Mx, op und (M,~, - DZ) zwei Monopolyide, McM mt 1M
und ¢': M —-M, eine Abbildung die die Mnimalvoraussetzungen zur
Fortset zung zu genau ei nem Monopol yi den- Honmonor phi smus erfal It

dann genugt ¢ auch der Bedi ngung:
(F2) feM = 1;2(¢" (f))=¢' (1, (f)) und 1;2(¢" (f))=¢" (1,(F)).

Beweis:

Da (Mop und (M, D2) Polyide sind, folgt die Behauptung aus
H | fssatz 1.4.6.

Hilfssatz 2.3.12:

Sind (Mx,op und (M, - D2) zwei Monopolyide, McM mt 1M
und ¢': M —>M, eine Abbildung, die die M nimalvoraussetzungen
zur Fortsetzung zu genau einem Mbnopolyi den-Honmonor phi snmus
erfullt, dann gilt:
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1t’ 1b, 1T, 1B€1M f , gleh_l und 1r(1t «f xlb) :1| (1T><g><15) =
Lr20¢ (1¢)+¢" (F)+¢" (1p)) =1y 2(¢" (17)+¢" (9) +¢" (1)) .

Beweis:

1, (1 «f x1p) =1 (11xgx1pR) =  1ix1,1(f)x1p=11x1,1(9) xlg nach Satz
2.1.6 (1). Wegen (FO) st ¢'(1t),¢'(1b),¢'(1T),¢'(1B)e1,\,b und
O (100 (1,(F))+0 (1p) = ¢ (1pxdra(f)1p) =¢' (1pdi(g)lp) = ¢ (17)+
¢ (1,1(9))+¢' (1g). Nach Hlfssatz 2.3.10 besitzt ¢ auch die
Eigenschaft (F2). = 1;2(¢" (1)+¢" (f)+¢" (1p))=¢" (1¢)+1,2(¢" (F))+
¢ (1p) = ¢ (1)+¢" (1L, (F))+¢' (1p) = ¢ (1p+¢' (1,(9))+¢' (1g) =

o (1) +112(¢" (9))+0' (1g) = Lj2(¢" (17)+¢" (9)+¢' (1p)). ;
q.e.d.

Schei nbar ohne Zusammenhang werden nun die (auf sequentielle
Dar st el | ungen) ubertragbaren Abbil dungen ei ngef Uhrt. Aber schon
mt dem nachsten Satz zeigt sich die verbluffende Aquival enz
von Ubertragbaren Abbi | dungen und sol chen, di e di e
M ni mal vor ausset zungen zur Fort set zung zZu genau ei nem
Monopol yi den- Hononor phi snus erf il | en.

Definition 2.3.14:

Sind (Mxop und (M, - DZ) zwei Monopolyide, McM mt 1M,
dann hei 3t eine Abbildung ¢':M —->M (auf die sequentiellen
Dar st el | ungen) 1ibertragbar, wenn sie die Bedingungen (1)-(4)
erfallt:

(1) ¢' (0)=0.
1a L, ¢' (1) ¢' (1)

(2) S=|f, .. f. |eS(IMM) = §'(8):=| ¢'(F) .. ¢'(f,) |eS(M)
1b1 1bn ¢I(lb1) ¢I(lbn)

(3) SSSeS(MM) = ¢ (SS)=0"(9+'(S)
(4) S, S eS(MM) und (S,S)ed = (F(S),q)_'(s))egz und
0 (S8 )=¢"(S)- ¢'(S).
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Satz 2.3.16:

Si nd

(Mx,0op) und (M, +, - DZ) zwei Monopolyide und McM mt

1M, dann ist eine Abbildung ¢ :M —>M genau dann eine (auf
di e sequentiellen Darstellungen) ubertragbare Abbildung, wenn
sie die Mninmalvoraussetzungen zur Fortsetzung zu genau ei nem
Monopol yi den- Hononor phi snus erfullt.

Beweis:

n :u

1)
2)

3)

4)

Seien ¢ eine Abbildung, die die M ninmalvoraussetzungen
erfallt und S und S we in Definition und Satz 2.2.10
gegeben.

Fol gt unmttel bar aus (FO).

Da alle Koeffizienten von S aus M sind, ist ¢'(S) als
Matrix wohl definiert.

SeS(M M) = 1lij, 1pj ey for 1<i<n  und  1,(1¢if<1pi) =
L (Ltivrfisndpi+2) flr I<si<n-1. = ¢ (1¢i), ¢ (1pi) €ly, for
1<i <n, wegen  (FO) und Lr20¢" (Lgi) +0" (F5)+¢' (1)) =
200" (L4 41)*0 (Fj+7)+0" (1pj+1)) nach Hlfssatz 2.3.12. =
¢ (S) eS(M) .

Un die deichheit von ¢'(SS) und ¢ (S+'(S) zu
verifizieren niussen beide Matrizen koeffizientenweise
verglichen werden.

Es ist zu zeigen: ¢ (1;(1in<fnxdpn)=lej")=1r20¢" (1in) +¢" (fn)+
¢ (1pn))+0' (L") for  1gj<m und ¢ (Lpi<lj(Lig 1 lpy')) =
¢ (Lpi) +1 200" (11" )+ (F1')+¢' (1pg')) fur 1s<i<n.

Vegen  (FO) ist ¢ (1 (1gnd ndpn) <1t ") =¢" (1 (1¢ nxf nxdpp) ) +
¢ (1) =0 (Len<de (Fr) <lpn) “0' (L¢j" ) =¢" (1n) +¢' (1, (Fp))

¢ (lpn) +¢' (1¢;'). Da ¢ nach Hlfssatz 2.3.10 auch die
Bedi ngung (F2) erfdllt, ist ¢ (Li)+ (1, (Fp))+d (1py)+
O (L") = ¢ (Len) +1r2(¢" (Fr))+¢" (1pn) +¢' (15" ) = Lr2(d' (Lgn) +0
()t (Tpn) )+ (157 ) -

Analog  kann ¢ (1pj=dj(1¢q" »F 1" xdpa")) =¢" (i) +112(¢" (1¢2' )+
¢ (f1')+¢' (1y1')) gezei gt werden.

(S, S)es = 1 (¢ pf pdpn) =1; (1¢ 1" <F 1" <1p1") =
Lr2(¢" (1¢)+¢" () +4" (1p)) =1 2(¢" (17)+¢" (9) +¢' (1p)) nach
Hlfssatz 2.3.12. = (d)'(S),d)'(S'))e@z. Damit ist der
Beweis von ¢'(SeS')=¢'(S)-¢'(S) trivial, wenn die
zugehorigen Matrizen koeffizientenwei se verglichen werden.

Seien ¢ eine Ubertragbare Abbildung und S und S we in
Definition und Satz 2.2.10 gegeben.
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FO) Wegen (1) i st ¢' (0)=0. Sei en f, gﬂw =
f ¢'(f)
¢"(]0))=| 0 |eS(M) nach (2). = ¢(f):<|)'(f)el,vb. Anal og i st
0 0
auch ¢(9) ele' Nach Definition und Satz 2.2.14 st
fy (9) (f fxg ¢'(f)) (¢'(9)
0|x{0|={0 O | und 0 |[+| 0 |=
0){0) \g O 0 0
¢'(F) ¢'()+¢'(9) f) (9
0 0 . Wegen (3) ist ¢' (|0« 0))
¢'(9) 0 0) \0
f g ¢'(f) ¢'(f~0) ¢(f) ¢'(f)+¢'(9)
o' (|0])+"(|0]) = | O 0 |= 0 =
0 0 ¢'@ O cb(g) 0
¢ (fx9)=¢" (f)+¢" (9).
0 0
F1) Seien (f,Qg)eDinM' xM' und S =|f bzw. S:=|g =
0 0

1,(f)=1,(9) naih Satz 1.3.6 (5 = 1,(0fx0)=1,(0xgx0) =

(S,S)ebh. = (9°(9,9'(S)) b, wegen (4). = 1,(0«¢" (f)x0)=

112004 (9)<0) = 1r2(¢" (f))=112(¢" (9)) = (¢ (f). ¢ (9)) €bo.
g.e.d.

Nat trlich erfallt j eder Monopol yi den- Hononor phi snus di e
M ni mal vor ausset zungen zur Fort set zung zZu genau ei nem
Monopol yi den- Hononor phi snus und ist damt eine Ubertragbare
Abbi | dung. Im nachsten Satz wrd diese Aussage etwas
di fferenzierter zum Ausdruck gebracht.

Satz 2.3.18:

Sind (M x, op und (M, +, - DZ) zwei Monopol yi de, U ein
Unt er nronopolyid von M mt 12U und ¢:U->M ein Monopolyiden-
Hononor phi snus, dann ist ¢ eine (auf S(MU)) Ubertragbare
Abbi | dung mi t ¢(03N(S)):C°Nb($(5)) vV SeS(M U).

Beweis:

Da ¢ ein Mnopolyiden-Hononorphisnus ist, erfdllt ¢ die
Bedi ngungen (FO) und (F1) von Definition 2.5.2. = ¢ ist nach
Satz 2.3.16 eine auf S(M U) Ubertragbare Abbil dung.
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L, L,
Ist S=|f, .. f, |eS(MU eine sequentielle Darstellung, dann ist
lbl lbn
O)N( S) :( 1t 1><f lxlbl) o. .. o( 1t nxf nxlbn) eU und ¢( (DN( S) ) =
¢( (1¢ 1f 1dpg) o - - o( Lgnif pedpn) ) = (0(L¢1) +0(f 1) +0(1p1) )o. .. o

(0(Len) *0(fn) +d(1pn) )) = opm(d(S)).
g.e.d.

Der obige Satz gilt natdrlich insbesondere, wenn U=M i st.

Mt nachfol gender Definition und Satz komm man dem Ziel,
Monopol yi den- Hononor phi snen Zu konstrui eren, bereits in
grei fbare Nahe.

Definition 2.3.20:

Sind (Mx,op und (M, - D2) zwei Monopolyide, McM mt 1M,
dann hei 3t ei ne ubertragbare Abbi | dung ¢ M ->M
dquivalenzerhaltend, wenn ¢' relationserhaltend ist, d.h. fir
S,S eS(MM) gilt: S8 = ¢'(9~¢'(S).

Satz 2.3.22:

Sind (Mxop und (M, - D2) zweli Monopol yi de, McM ein
Er zeugendensystem von (Mx,op) mt 1,cM und ¢':M —->M eine
aqui val enzer hal t ende, Ubertragbare Abbil dung, dann | a3t sich ¢
zu genau ei nem Monopol yi den- Hononor phi snus ¢: M>M, fortsetzen.

Beweis:

Nach Satz 2.2.8 gibt es zu jedem feM eine sequentielle
Dar st el | ung St eS(M M) m t oM Sf) =f. Da ¢ ei ne
aqui val enzer hal t ende, Ubertragbare Abbildung ist, ist ¢
relationserhaltend und es gilt fir je zwei sequentielle
Darstel l ungen S, S' eS(M M) von f:

oM S) == S') = S~ = §U(SH~(S) = o8 ()=
(L)N%](d)l(Sf'.)). Darri_t ist ¢ MM, mt (I)(f)::O)Nb((I)I(Sf)) ei ne
wohl def i ni erte Abbil dung.

Angenonmen ¢ ist ein Mnopolyi den- Hononor phi snus. Dann ist ¢
der einzige Mnopolyiden-Hononorphisnus mt ¢ =¢', da nach
Satz 2.3.18 fiur jeden Hononorphi snmus ¢", der Fortsetzung von ¢
ist, gilt: ¢"(f)=¢"(oMSt))=om(0"(St))=om( ¢ (Sf)) =¢(oM St)) =
o(f) .
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Zeige ¢ ist ein Mnopolyiden-Hononor phi snus.
Da ¢ eine ubertragbare Abbildung ist, gilt ¢ (0)=0 = ¢'(0)=
¢(0) =0, wegen OelpcM.

1 ¢'(1)
Fur lelyist ¢7(|0))=| 0 [eS(M) = ¢(1)=¢' (1) ely,
0 0

Seien f,geM = 3 S§eS(MM) mt ofS)=f und 3 SgeS(M M) mt
oM Sg) =9. =  StxSg, StoSgeS(M M), oM S) <o Sy) =of S=Sg)  bzw.
oM St) cop( Sg) =of SfoSg) nach Satz 2.2.12 bzw Satz 2.2.16.
Ebenfalls nit diesen Satzen folgt: coNb(F(_Sf)mo,\,b(_F(Sg):
om0 (S)+07(Sg))  und (07 (Sr) - om(§7(Sg) =om (97 (Sr) - 67 (Sg)) -
Da i) ei ne @ertragbare_ Abbil_dung ist,_ gilt: of)+(g)=
om0 (Sp)) +omy (87 (Sg)) =om( &7 (Sr) 6" (Sg) ) =opm( 6 (Si+Sg)) -
Andererseits ist aber auch o¢(fxg)=¢( oM St) oM Sg)) =d( oM S¢=xSq)) =
om0 (SxSqg)) = ¢(F) +¢(9) =¢(f~9) .

Anal og ist ¢o(f)-¢(g)=0(fog). Jedoch ist vorher zu zeigen:
(f,9)eD = (&(f), d¢(9)) €b;

Seien (f,g)eD = (oMS),ofSy))eD = (5,3 s nach Satz
2.2.12. = (9'(S).9'(Sy))ed, , da ¢ eine ubertragbare
Abbi | dung ist. = (coNb(F(Sf)),coNb(q)_'(Sg)))eDz nach Satz 2.2.12.
=

(6(f), d(9)) eD, nach Definition von ¢.
g.e.d.

An dieser Stelle sei explizit darauf hingew esen, dall i m Beweis

zu obigem Satz die Fortsetzung von ¢ zu einem Mnopol yi den-
Hononor phi snus konstruktiv definiert wurde. Kennt man also zu
einem Elenment f eine sequentielle Darstellung S, so kann man

Vi a (,ONb(d)_l(Sf)) sofort das Bild von f angeben.

Der Beweis zu obigem Satz hatte unter Verwendung von Satz 2.3.6
auch ei nfacher und damt aber auch weniger konstruktiv gefihrt
wer den kdnnen. Dazu sind die Elenente aus S(M M) bzw §( I\é) zu

Aqui val enzkl assen zusamenzufassen und die Abbildung ¢' zu
ei ner Abbildung ¢ zwi schen den Aquival enzkl assen zu erweitern.
Dabei ist ¢ allerdings nur dann wohldefiniert, wenn ¢

rel ati onserhaltend ist. Der gesuchte Honmonorphismus ¢ ist dann
Uber das konmutative Diagrammvon Bild 2.2 gegeben.
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(M« op)  —— (M, + opp)
— _1 —
oM oM,
AM M)/ ~, % op) T’ (A M) ~, + )

Bild 2.2: Kommutatives Diagramm zum Beweis von Satz 2.3.22.
Dabei ist ¢ die Fortsetzung von ¢'.

I m all genei nen mul3 jedoch nicht unbedi ngt gezei gt werden, dal}
¢" fur die gesamte Aquivalenzrelation "~" relationserhaltend

ist. Im né&chsten Abschnitt wrd bew esen, dall es genlugt zu
zeigen, daB ¢' auf einer Basis (von "~") relationserhaltend
I St.
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2.4 Uberfithrbare sequentielle Darstellungen
und Substitutionsbasen

In di esem Abschnitt wird nach einem Kriterium gesucht, mt dem
festgestellt werden kann, wann eine Ubertragbare Abbil dung
aqui val enzerhaltend ist. Die Gundlage hierfir bieten die im
Kapi t el "Partielle Hal bgruppen und Polyide" gewonnenen
Er kennt ni sse uUber Kongruenzen. Der nachfol gende Satz erndglicht
es diese hier effektiv einsetzen zu konnen.

Satz 2.4.2:

Sind (Mx,op und (M, - DZ) zwei Monopolyide, McM mt 1M
und ¢':M ->M eine (auf die sequentiellen Darstellungen)
Ubertragbare Abbildung, dann ist die nach Definition 2.3.14

definierte Abbi | dung d)_':(S(MM),oﬁ)—)(S(Nb),'ﬁZ) ein
Hononor phi snus (auf partiellen Hal bgruppen) und die nach
Definition und Satz 2.2.4 definierte Aquival enzrelation ~ eine
Kongruenz auf (S(M M), o) bzw. (S(M), -192).

Beweis:
Aus Definition 2.3.14 (4) folgt wunmttelbar, daR ¢ ein
Hononor phi snus (auf partiellen Hal bgr uppen) I St. Nach

Definition 1.2.6 bleibt zu zeigen, dalB ~ mt "o" bzw
i nks- und rechtsvertraglich ist.

Sei S~S und (S',S) e = ofS)=op(S' ) nach Definition und Satz
2.2.4 und (opMS"), oS)) €D nach Sat z 2.2.12. =
(opM(S"), oS ))eD und damt (S",S)ef nach Satz 2.2.12. =
oM S") coopf S) = S") o S') = o S"0S) = S"oS' ) nach Satz 2.2.12
= S"0S5~5".S' . Analog zeigt man, dall ~ mit "o" rechtsvertraglich

ist. Aus dem selben Gund ist ~ auch mt "-" |links- und
rechtsvertraglich.
g.e.d.

(Bei obigem Satz ist zu beachten, dall di e beiden Kongruenzen ~

auf (S(MM),o) und ~ auf (S(M), -1\;2) natidrlich verschieden
sind und trotzdem fur bei de dassel be Zei chen verwendet w rd.)

Mt obigen Voraussetzungen gibt Satz 1.2.32 Anlall zu der
berechtigten Hoffnung, dall eine Ubertragbare Abbildung ¢
bereits dann &quival enzerhaltend ist, wenn ¢ nur auf einer

Basis von ~ relationserhaltend ist. Aus diesem G und werden als
nachstes die Definitionen zum Begriff der Basis bzw der
Uber f Ghrbarkeit in geeigneter Form w ederholt. Dabei nbge der
Leser stets beacht en, dafid nach Definition gilt:
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S < of(S)=o(S' ). Andere Definitionen und Satze sollten
vorher imKapitel "Partielle Hal bgruppen und Pol yi de" Abschnitt
"Kongruenzen" nachgel esen werden.

Definition 2.4.4:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, McM mt LM und p eine
Tei | mrenge von S(MM)xS(MM), mt den Eigenschaften:

(1) (S, S)ep = o S)=o(S')

(2) (SS)ep = (S,9ep

Dann hei 3t p ei ne symmetrische Substitutionsmenge von S(M,M').

Definition 2.4.6:

| st (M x, op) ein Monopolyid, McM mt 1M, p eine
symetri sche Substitutionsnenge von S(MM) und S, S eS(MM),
dann hei 3t S bzgl. p direkt ilberfithrbar in S', wenn S=S' st
oder zwei sequentielle Darstellungen S;,S;'eS(M M) existieren
mt (S;,S;")ep und eine der fol genden Bedi ngungen erfallt ist:

(a) S=S; und S' =S;'.

(b) 3 SpeS(MM) mt S=SpoS; und S' =SgoS;'

(c) 3 SeS(MM) mt S=S;0S, und S' =S;' S,

(d) 3 Sy, S,eS(M M) S=530510S, und S =S50S;' oS,

Definition 2.4.8:

| st (M x, op) ein Mnopolyid, McM mt 1M, p eine
symetri sche Substitutionsnenge von S(MM) und S, S eS(MM),
dann hei 8t S bzgl. p itberfithrbar in S' (in Zeichen: s9.8'"),
wenn es eine Folge von sequentiellen Darstellungen Si,..., Sye
S(MM) gibt mt S=S;, S, S und far 1<k<m 1l S bzgl. p direkt
uberfihrbar in Sgyq ist.

Bei genauerem Betrachten der Bedi ngungen (a)-(d) zeigt sich,
dalR diese gerade so fornuliert sind, dald sie das Substituieren

ei ner zusamenhangenden Fol ge von Spal t en in ei ner
sequentiellen Darstellung Dbeschrei ben. Eine sequentielle
Darstellung ist also genau dann bzgl. p in eine andere direkt
uber f Ghr bar, wenn si ch bei de in ei ner Fol ge von

zusamrenhdngenden Spalten unterscheiden und diese ihrerseits

ein Paar von aquivalenten, sequentiellen Darstellungen aus p
definieren. Witer ist eine sequentielle Darstellung in eine
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andere (allgenein) Uberfdhrbar, wenn es eine Fol ge von sol chen
el enentaren Substitutionen gibt.

I m Ungang mt Uberfdhrbaren, sequentiellen Darstellungen gelten
damt fol gende Rechenregel n:

Satz 2.4.10:

| st (M x, op) ein Monopolyid, McM mt 1M, p eine
symetri sche Substitutionsnenge von S(M M), dann gilt:

(a) SeS(MM) = S>.S

(b) S, = S 2,

(c) S?,S und § 2.5 = SIS

(d) S-)pS' und SoS" ist definiert =
S oS" ist definiert und S.S" -)pS' oS"

(e) S?,S und S"-S ist definiert =
S'oS' ist definiert und S".S9.S".S

(f) S12,S1", S2,S)" und S10S; definiert =
Sy' oSy ist definiert und S;05;9S;" oSy .

(9) S-)pS' = o S)=oMS)
Beweis:

Nach Definition 2.4.4 ist p eine symetrische Teil nenge von ~.
Damit folgt unter Beachtung der Tatsache S~S << o\ S)=opS)
aus Satz 2.4.2 und Satz 1.2.18 di e Behaupt ung.

g.e.d.

Es sei an dieser Stelle noch ei nnmal hervorgehoben, dall nach (b)
die Relation "=»," symetrisch ist wund somt auch die

Forrmulierung "S und S sind bzgl. p ineinander UuberfUhrbar”
sinnvol |l ist. Besonders erwdhnenswert ist auch, dall nach Regel
(g) je zwei bzgl. p ineinander Uberfidhrbare, sequentielle
Dar st el | ungen aqui valent sind. Cbwohl oder gerade weil die

Urkehrung di eser Aussage im allgeneinen nicht gilt, ist gerade
di eser Fall von Bedeutung. Dazu fol gende Definition:
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Definition 2.4.12:

Ist (M=xop ein Mnopolyid, McM mt LM und p eine
symetri sche Substitutionsnenge von S(M M), dann hei 3t p eine
Substitutionsbasis wvon S(M,M'), wenn gilt: S S eS(MM) und
o S)=o(S') = SIS .

Vergleicht man diese Definition mt Definition 1.2.20, so
stellt man fest, dall einer Substitutionsbasis von S(MM)

gerade eine Basis von "~" entspricht. Deshalb kann auch hier

festgestellt werden, daB zu jeder Teilmenge McM mt 1M
eine Substitutionsbasis von S(MM) existiert, da die Mnge
{(S,S)eS(MM)XS(MM): ofS)=oS )} ger ade ei ne sol che
definiert. NatlUrlich ist man jedoch im allgeneinen daran
i nteressiert, nogl i chst kleine bzw. nogl i chst gunsti ge
Substituti onsbasen angeben zu koénnen. Dazu nehr am Ende di eses
Kapitels.

Mt der nachsten Definition bzw. mt dem ndchsten Satz ist das
Ziel dieses Abschnittes erreicht. Letzterer begrindet auch die
besonder e Bedeutung von Substituti onsbasen.

Definition 2.4.14:

Sind (Mx, op und (M, - DZ) zwei Monopolyide, McM mt 1M
und p eine symetrische Substitutionsnmenge von S(M M), dann
hei 3t ei ne Ubertragbare Abbi | dung ¢ M ->M auf p
dquivalenzerhaltend, wenn ¢' auf p relationserhaltend ist, d.h.
(S,S)ep = ¢ (9~ (S).

Satz 2.4.16:

Sind (Mxop und (M,+, - D2) zwei Monopol yi de, McM ein
Er zeugendensyst em von (M x, op) mt 1eM, p ei ne
Substitutionsbasis von S(MM) wund ¢ :M->M eine auf p
aqui val enzer hal t ende, Ubertragbare Abbil dung, dann | a3t sich ¢
zu genau ei nem Monopol yi den- Hononor phi snus ¢: M>M, fortsetzen.

Beweis:

Nach Sat z 2.4.2 i st q)_':(S(MM),oﬁ)—)(S(I\/b),-ﬁz) ein
Hononor phi snus  (auf partiellen Hal bgruppen) und ~ eine
Kongruenz auf (S(MM),o) bzw. (S(M), -1\;2). Da _¢ nach
Vor ausset zung auf p &aquival enzerhaltend ist, ist ¢ auf p
rel ati onser hal t end und da p nach Vor ausset zung ei ne
Substitutionsbasis ist, ist p eine Basis von ~. Damt ist nach
Satz 1.2.32 ¢' auf (ganz) ~ relationserhaltend, d. h.
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SSS eS(MM) und S8 = ¢'(S~0'(S'). (Dabei ist weder zu
beachten, dal die beiden Kongruenzen ~ auf (S(MM),o) und ~
auf (S(N@),-ﬂz) natdrlich verschieden sind und trotzdem fur

bei de dassel be Zeichen verwendet wrd.) Damt ist ¢ eine
aqui val enzer hal t ende, Ubertragbare Abbil dung und kann nach Satz

2.3.22 zu genau einem Mnopolyiden-Honmonorphisnmus ¢: M>M,
fortgesetzt werden.
g.e.d.

Der Vorteil obigen Satzes gegenuber Satz 2.3.22 liegt nicht nur
darin, dall von der Abbildung ¢ nur gezeigt werden nuf}, dal sie
auf p aquivalenzerhaltend ist. Daridber hinaus kann die

Substitutionsbasis p unabhdngig von ¢ definiert bzw. ermttelt
wer den.

Unter den Substitutionsbasen von S(M M) sind gerade sol che von
besonderem Interesse, auf denen jede ubertragbare Abbildung
aqui val enzerhaltend ist. Dies fuhrt direkt zu den voll kommenen

bzw. a-vol | kormenen Monopol yi den.
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2.5 Vollkommene und freie Monopolyide

Vol | konmrene Mbnopol yide stellen den allgeneinsten Fall von
a- vol | komrenen Monopol yiden dar, die spater noch wchtig
werden. Bei den freien Monopolyiden dagegen handelt es sich um
ei ne (Cberkl asse der voll kormenen Monopol yi de, die im Bezug auf
frei e X-Kategorien von Bedeutung sind.

We bereits angedeutet, sol | es in einem vollkomenen
Monopol yi den niglich sein, jede Ubertragbare Abbildung zu genau
ei nem Mnopol yi den- Hononor phi snus fortzusetzen. Dazu fol gende
Definition:

Definition 2.5.2:

Ist (Mx,op) ein Mnopolyid, dann heilst eine Menge McM mt
1ycM ein vollkommenes Erzeugendensystem von (M x, op), wenn fir
jedes  Mnopolyid (M,+, - DZ) jede Ubertragbare  Abbil dung
¢ M ->M Zu genau el nem Monopol yi den- Hononor phi snus
01 (M %, op) >( M, +, - D2) fortgesetzt werden kann (d.h. ¢y =¢").
Besitzt ein MnopoOlyid ein voll kormmenes Erzeugendensystem so
hei Bt es ein vollkommenes Monopolyid.

Statt der Bezei chnung "vol | konmenes Mnopol yi d* wirde sich auch
der Nane "Hotz'sches Monopolyid" anbieten, da sich G Hotz in
[HOT74] als erster mt freien X-Kategorien und damt inplizit
mt voll kormenen Monopol yi den ausei nandergesetzt hat, we
weiter unten noch gezeigt wrd.

G eich der nachste Satz zeigt, daR ein voll kommenes
Er zeugendensyst em not wendi ger wei se I mrer auch ei n
Er zeugendensystem im Sinne von Satz und Definition 2.1.26 sein
mul3. Damt wrd nachtréglich die Bezeichnung "(voll komenes)
Er zeugendensystem' gerechtfertigt.

Satz 2.5.4:

Ist M ein voll komenes Erzeugendensystem eines Monopolyids
(M x, op), dann ist <M >prM

Beweis:

Da M:=<M>cMist, ist die Inklusion Idy:M—>Mein injektiver
Monopol yi den- Hononor phi snus.  Andererseits erfullt auch die
i dentische  Abbil dung ldy: M >M cMcM  eine  Ubertragbare
Abbi |l dung. = Es gibt je genau eine hononorphe Fortsetzung

o M><M > und ¢: M>M von 1dy, da nach Voraussetzung M ein
vol | kommrenes Erzeugendensystem von (M x op) ist. Da sowohl die
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Hi nt er ei nander ausf thrung | dp ooy : M><M >—>M al s auch 1dy; M>M
honmonmor phe Fortsetzungen von |dy sind, ist ldyody=Idy Dam't

i st 1dyy auch surjektiv. = <M >gM
g.e.d.

Un aus Satz 2.4.16 ein geeignetes Kriterium fur voll komrene
Monopol yi de entw ckeln zu koénnen, ist zuvor noch eine weitere
Definition notwendig.

Definition 2.5.6:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, McM mt L,cM und p eine
symetri sche Substitutionsnmenge von S(M M), dann hei 3t p eine

vollkommene Substitutionsmenge von S(M,M'"), wenn j ede
ubertragbare Abbildung ¢':M —>M, in ein Mnopolyid (M,+, - D2)
auf p @&aquivalenzerhaltend ist. Ist p daridber hinaus eine

Substitutionsbasis von S(M M), dann hei &t p eine vollkommene
Substitutionsbasis von S(M,M').

Dam t er hal t man  fol gendes Kriterium fdur vol | konmene
Monopol yi de:

Satz 2.5.8:

Ist (Mx,0op ein Mnopolyid, McM ein Erzeugendensystem von

(Mx,op) mt 1M und p eine voll komene Substitutionsbasis
von S(MM), dann ist M ein voll komenes Erzeugendensystem und
(M x, op) ein vol | konmenes Monopol yi d.

Beweis:

Sei (M, +, - D2) ein Mnopolyid und ¢ :M —>M eine ubertragbare
Abbi | dung, dann ist ¢ auf p &quival enzerhaltend, da p eine
vol | konmene Substitutionsbasis von S(MM) ist. = ¢ l|alt sich
nach Satz 2.4.16 zu genau einem Mbnopol yi den- Hononor phi snus
¢: M>M, fortsetzen. = M ist ein voll kormenes Erzeugendensystem
von (M x,op). = (Mx, op ist ein vollkonmrenes Monopolyid.

g.e.d.

NatUrlich ist es fraglich, ob GUberhaupt ein vollkonmenes
Monopolyid existiert. Diese Frage kann allerdings positiv
beantwortet werden, wie in [HUB95] gezeigt w rd.

Bevor als nachstes die hier gewonnene Theorie Uber voll kommene
Monopol yide fiur o-voll komrene Mnopolyide verall geneinert
wird, noch ein kurzes Abschweifen zu den freien Mnopolyiden,
die im Bezug auf freie X-Kategorien von Bedeutung sind. Eine
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wesentliche Rolle dabei spielen die sogenannten freien
Besti mmendensystene, die in sehr engem Zusamenhang zu den
vol | konmrenen Er zeugendensyst enen st ehen.

Definition 2.5.10:

st (M, x opn,) ein Mnopolyid, dann heil3&t eine Menge M'cM ein
freies Beg%immendensystem von (M, x, on,), wenn fur jedes
Monopol yi d (Nb,h'[h) und j eden ﬁ%noiden-kbnnnnrphisnus
¢1:(1va)—»(1Mf+) ] ede Abbi | dung ¢ M ->M m t den
Ei genschaften

(F1) (f,9) eDinM' xM" = (¢' (T), ¢" (9)) €Dy
(F3) feM’' = 112(¢" (1)) =01(1y1(f)) und 1;5(¢" (f))=01(1;1(f))

Zu genau ei nem Monopol yi den- Hononor phi snus
¢:(Nﬁ,moDﬂ-ﬁ(Nb,h'[h) so fortgesetzt werden kann, daB die
Restriktion von ¢ auf 1 identisch zu ¢, ist. Besitzt ein
Monopolyid ein freies Bestimendensystem so heil3t es ein
freies Monopolyid. | st ein freies Best i nmendensyst em
gl ei chzeitig auch ein Erzeugendensystem so heil3t es ein freies
Erzeugendensystem.

Bei dieser Definition scheint es, als konnte nman die
Abbi | dungen ¢; und ¢ fast wunabhé&ngig voneinander wahl en.
Tatsachlich ist es aber so, dalR zu fast allen Abbildungen ¢;

kei ne Abbildung ¢ existiert, die die Bedingung (F3) erfillen
konnt e.

Der oben erwahnt e Zusamrenhang ZW schen vol | konmrenen

Er zeugendensystenen wund freien Erzeugendensystenen ist nun
f ol gender:

Satz 2.5.12:

M\1ly, ist genau dann ein freies Bestimendensystem des

Monopol yi ds (M x, op), wenn M uUlpy ein vol | konmrenes
Er zeugendensystem von (M x, op) ist.
Beweis:

Nachfol gend wrd (N@,+,-E&) als ein weiteres Monopolyid
vor ausgeset zt .

"=" Sei M:=M\1, ein freies Bestimendensystem M':=M Ul
und ¢"':M'—>M, eine ubertragbare Abbildung, dann erfullt
¢"" nach Satz 2.3.16 die Bedingungen (FO) und (F1) von
Satz und Definition 2.3.8. Nach Hilfssatz 2.3.10 erfdllt ¢
"* auch die Bedingung (F2). Definiere ¢":=¢""[, und
¢1::¢”|1M dann erfdllt ¢" die Bedi ngungen (F1) ynd (F3).
Da 1, und 1WE nach Satz 2.1.16 (bzgl. "x") Mbnoide sind,
ist ¢4 mt (FO) ein Monoiden-Hononorphisnus. = 3 genau
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eine Fortsetzung ¢ von ¢", so dall ¢ ein Monopolyiden-
Honmonor phi snmus  ist mt Olg\01- = ¢ Ist die einzige
Fortsetzung von ¢"', so dalR ¢ ein Mnopolyiden-

Homonor phi snus, da ¢"' =¢;u¢" ist. = M' bzw. MuUly ist
ei n vol | komrenes Erzeugendensystem

"< Sel M':=MuUly, ein vol | konmenes Er zeugendensyst em
M:=M\1y ¢ (I =) —( l'Vb' +) ein Monoi den- Honmonor phi snus
und ¢":M —>M, eine Abbildung mt den Eigenschaften (F1)
und (F3). Definiere ¢ :=¢pud", dann erfallt ¢ die
Bedi ngungen (FO0)-(Fl1) wund ist nach Satz 2.3.16 eine
Ubertragbare Abbildung. = 3 genau eine Fortsetzung ¢ von
¢, so dalR ¢ ein Mnopolyi den- Hononor phi snus ist. = ¢|1M:¢1
und ¢\y=¢" = ¢ ist die einzige Fortsetzung von ¢ so, dal
¢ ein Mnopolyiden-Hononor phismus ist mt Ol1\F01- =
M'=M\1y,ist ein frei es Besti mendensystem

g.e.d.

Damit gilt trivialerweise fol gender Satz:

Satz 2.5.14:

Jedes vol | kormene Monopol yid i st auch ein freies Mnopolyid.

Beweis:

Sei M ein voll konmenes Erzeugendensystem des Monopolyids
(M~ op, dann ist LyeM. = M=Muly, ist ein vollkommenes

Er zeugendensystem = M\1y ist nach Satz 2.5.12 ein freies
Best i mmendensystem von (M x, op) .

g.e.d.
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2.6 Alpha-vollkommene Monopolyide

Bei «-vol |l konmenen Monopolyiden handelt es sich um eine
Ver al | genei nerung von voll kormmenen Monopol yiden. Dabei wrd
nicht gefordert, dall alle Ubertragbaren Abbildungen zu genau
ei nem Monopol yi den- Hononor phi snmus  fortgesetzt werden kdnnen,
sondern nur diejenigen Ubertragbaren Abbildungen, die eine

besti mte Menge o von Bedi ngungen erfullen. Cbwohl nachfol gend
i mer von ei ner ganz besti m en Menge o (namich

o={(al), (a2)}) ausgegangen wrd, gelten jedoch nachfolgende
Definitionen wund Satze fidr Dbeliebige solche Mengen von

Bedi ngungen. Insbesondere gilt dies fur o=g. In diesem Fall
erhalt man die im letzten Abschnitt besprochenen vol |l kommenen
Monopol yi de. Es folgen also nun Verall genei nerungen der
Definitionen und Séatze des | etzten Abschnitts.

Definition 2.6.16:

Sind (Mx,op und (M,+, - D2) zwei Monopolyide, McM mt 1M,
dann hei 3t ei ne Ubertragbare Abbildung ¢': M —>M oa-ibertragbar,
wenn si e die fol genden Bedi ngungen erfullt:

(al) Ist U ein echtes Unternonopolyid von M mt 1,cUcM, so
ist die Restriktion ¢' |y ein Monopol yi den- Hononor phi snus.

(a2) 1i, 1", 1p, 1y €ly feM, P1, P2eM i nvertierbar und
Liddp = pro(Le' fxdp' ) opprt = ¢ (Lp) +¢" () +¢' (1p) =
o' (p1) - (¢ (L¢")+¢" (F)+¢" (1p")) - ¢' (P27 1)

Ist M#M so ist in der Bedingung (al) die Forderung "U ist ein

echtes Unternonopolyid von M d(dberfl issig, da UcM. Ist jedoch
M=M wund nmn |alkt diese Forderung weg, so wirde in
nachf ol gender Definition aus j edem Monopol yi d ein

o- vol | komrenes Mnopolyid. Dies wird durch diese zusatzliche
For derung ver hi ndert.

Definition 2.6.18:

Ist (Mx,op) ein Mnopolyid, dann heilst eine Menge McM mt
1M ein oa-vollkommenes Erzeugendensystem VON (Nlﬁod, wenn
fur jedes Mnopolyid (M, - D2) j ede «-uUbertragbare Abbil dung
¢ M ->M zZu genau ei nem Monopol yi den- Hononor phi snus
¢: (M x, op) >( M, +, - D2) fortgesetzt werden kann (d.h. ¢[y=¢").
Besitzt ein Monopolyid ein o-voll komrenes Erzeugendensystem
SO hei it es ein a-vollkommenes Monopolyid.
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Der nachste Sat z zei gt dafid ein o- vol | konmenes
Er zeugendensyst em not wendi ger wei se I mrer auch ei n
Er zeugendensystem im Sinne von Satz und Definition 2.1.26 sein

mul3. Damt wird nachtraglich die Bezeichnung "(a-voll kommenes)
Er zeugendensystem' gerechtfertigt.

Satz 2.6.20:

Ist M ein a-voll kommenes Erzeugendensystem ei nes Monopol yi ds
(M x, op), dann ist <M >prM

Beweis:

Da M:=<M>cMist, ist die Inklusion Idy:M—>Mein injektiver
Monopol yi den- Hononor phi snus.  Andererseits erfullt auch die
i dentische Abbildung Idy:M >McMcM eine a-Ubertragbare
Abbi |l dung. = Es gibt je genau eine hononorphe Fortsetzung

o M><M > und ¢: M>M von |dy, da nach Voraussetzung M ein
vol | konmenes Erzeugendensystem von (M x op) ist. Da sowohl die

H nt er ei nander ausf Ghrung | dyodp: M><M >—M al s auch |dy M>M
hononor phe Fortsetzungen von Idy sind, ist ldyody=ldy Damt
i st Idy auch surjektiv. = <M >M

g.e.d.

Bevor nachfol gend fur a-voll kommene Monopol yi de ein geei gnetes
Kriterium angegeben werden kann, ist noch eine weitere
Definition notwendig.

Definition 2.6.22:

Ist (Msxop ein Mnopolyid, McM mt 1L,cM und p eine
symetri sche Substitutionsnenge von S(M M), dann hei 3t p eine

o-vollkommene Substitutionsmenge von S(M,M'), wenn | ede
o- Ubertragbare Abbildung ¢ :M —>M in ein Mnopolyid (M, - DZ)
auf p &aquival enzerhaltend ist. |Ist p daruber hinaus eine
Substituti onsbasis von S(MM), dann hei 3t p ei ne

o-vollkommene Substitutionsbasis von S(M,M').

Das Kriteriumfur o-voll konmene Monopol yide |autet damt:
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Satz 2.6.24:

Ist (Mx,op) ein Mnopolyid, McM ein Erzeugendensystem von
(Mx,op) mt 1=M und p eine a-voll komene Substitutionsbasis
von S(MM), dann ist M ein a-voll kommenes Erzeugendensystem
und (M x, op) €in a-voll kommenes Monopol yi d.

Beweis:

Sei (M, +, - D2) ein Mnopolyid und ¢':M —>M, eine o-ubertragbare
Abbi | dung, dann ist ¢ auf p A&quival enzerhaltend, da eine
o- vol | komrene Substitutionsbasis von S(MM) ist. = ¢ |aBt
si ch nach Sat z 2.4.16 zu genau ei nem Monopol yi den-
Hononor phi snus
¢o: M=>M, fortsetzen. = M i st ein o- vol | kommenes
Er zeugendensystem  von (M x, op) . = (M x, op) i st ein
a- vol | komrenes Monopol yi d.

g.e.d.

Gowohl  man auf den ersten Blick vermuten nbchte, dalR es
unwahrscheinlich ist, dalR Mpnopolyide mt einer vollkonmenen

bzw. a-vol | kommenen Substitutionsbasis existieren, trifft dies
dennoch zu. So wird zum Beispiel in [HUB95] ein solches
Monopol yid vorgestellt. Um den Beweis dazu zu erleichtern wrd
im nachsten Abschnitt auf einige spezielle synmetrische
Substituti onsnmengen genauer ei ngegangen. I m Ubernachsten
Abschnitt wrd schlieRBlich ein geeignetes Kriterium fir

vol | komrene bzw. o-vol | komrene Substituti onsbasen angegeben.
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2.7 Spezielle symmetrische Substitutionsmengen

W | man zeigen, dal eine bestimte, Ubertragbare bzw.
o- Ubertragbare Abbildung ¢ auf einer Substitutionsbasis p von
S(M M) &quival enzerhaltend ist, so kann man p in nehrere
(di sjunkte) symetrische Substitutionsnmengen von S(M M)
zerl egen und den Beweis fir jede Teil nenge getrennt fihren. Aus
diesem Gund ist es niutzlich gerade solche Teil nengen von p zu
kennen, di e ei ne vol | konmrene bzw. a- vol | konmrene
Substituti onsnenge definieren. Unter anderem zu diesem Zweck
werden nun einige solcher vollkomener Substitutionsnmengen
vorgestel lt.

Definition 2.7.2:

Ist (M=x op) ein Mnopolyid, McMmt 1,cM und S, S ,S" eS(MM)
m t

L L 1, L
S=|f, f,|, S=f| und S"=|f,|, dann hei3t das Paar (S, S")
Li Ly 1 Lo

bzw. (S ,S) eine Rechtskiirzung bzw.  Rechtserweiterung in

S(M,M'"), wenn foely ist. Ungekehrt hei 3t das Paar (S, S") bzw
(S",S) eine Linkskiirzung bzw. Linkserweiterung in S(M,M'), wenn

flelM i st.

Di e Bezei chnungen in obiger Definition sind ein H nweis darauf,

daR die Werte von oS), oS ) und o(S") entsprechend durch
Kirzen bzw. Erweitern ineinander Uberfihrt werden kdnnen, we
aus dem Bewei s zu nachf ol gendem Sat z ersehen werden kann.

Satz 2.7.4:

Ist (M=x op) ein Mnopolyid, McMmt 1M, dann ist die Menge
px(M') aller Rechts- und Linkskirzungen bzw. -erweiterungen in
S(M M) eine voll komrene Substituti onsnenge von S(MM).

Beweis:
Seien S,S,S"eS(MM) we oben definiert und (S,S) eine
Recht skir zung. = foely = (L oxf oxlpo) €1y = oM S) =

( 1t 1><f 1><1b1) o( 1t 2><f 2><1b2) :1t 1><f 1><1b1:(,0|v( S ) & S5

Sei weiter (M,+, - D2) ein Mnopolyid wund ¢':M—->M eine
Ubertragbare Abbildung, dann erfdllt ¢ nach Satz 2.3.16 die
Bedi ngung (FO) aus Satz und Definition 2.3.8. = ¢ (1lt2), ¢ (f»o),

¢ (Lp2) €ly, = ¢ (L) () (Lp2) ely, =  ow(d(9)) =
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(0" (Lp2)+¢" (F1)+¢" (1p1) ) - (0" (Le2) +¢" (F2) +¢" (1p2)) =

¢ (1r1) +¢" (1) +¢0" (1p1) = om(9'(S)) < ¢ (9~¢'(S).

Anal og kann gezei gt werden, daB S~S' und ¢'(S)~¢'(S') auch dann
gel ten, wenn eine Linkskirzung oder eine Rechts- bzw
Li nkserweiterung vorliegt. Da obige Definition symetrisch

abgef aldt i st, I st | ei cht ei nzusehen, dalR px(M) ei ne
symetri sche Substitutionsnmenge von S(MM) ist und jede

ubertragbare Abbildung auf pyx(M) aquival enzerhaltend ist. =

px(M) ist eine voll komene Substitutionsnmenge von S(MM).
g.e.d.

Satz 2.7.6:

Ist (Mx,op) ein Mnopolyid, McM mt 1L,cM, SeS(MM) mt
0

Kern(S)cly dann ist S bzgl. px(M) uberfihrbar in S :=|w,(S|.
0

Beweis:

Sei px =px(M). Fuhre den Beweis uber Induktion nach der L&nge
L(S).

Kern(S)cly = oS ely = 1(opfS))=oS) =1 (oS )) =
OMS)or(S') ist definiert. = Nach Satz 1.3.6 (5) ist SoS
definiert.

Induktionsanfang: Sei L(S)=1: = (S, SS ) ist nach Definition
2.7.2 eine Rechtserweiterung und (S.S' ,S ) eine Linkskurzung,
da Kern(S)clpy = (S, SeS' ), (SeS ,S) epx = S-)pXSoS' und SoS' -)pXS'
nach Definition 2.4.6 (a). = S2,S nach Satz 2.4.10 (c).
Induktionsschritt: Sei L(S)=n+f% Definiere S":=S(1),...08(n),
dann ist S".S(n*1)=S und nach Satz 2.2.12 oy S").oM S("*1)) =
MS) . Wegen Kern(S(ntl))cly ist oy S(M)ely = ofS')=
oM S") copf S(N*D) ) =e(S). Ist S wie oben definiert, so ist nach
| nduktionsvoraussetzung S'2,S . = S=5".S("1) P S .S(n*1) nach
Satz 2.4.10 (d). Nach Definitfion 2.7.2 ist (S oS(n*1) S') eine

Recht skiirzung. = (S oS(n*1) S )epy = S oS(n+l) >,S  nach
Definition 2.4.6 (a). = S>,S oS(n+1)-)pS', d.h S>,S.
§ § § g. e.d.

Definition 2.7.8:

Ist (Mx op ein Mnopolyid, McM mt 1,cM und S, S eS(MM)

L L L' L&
mt S=|f, f,| und S =|f, f |, dann hei 3t das Paar (S,S ) eine
Li Ly L' L

Vertauschung in S(M,M'), wenn (a) oder (b) gilt:
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(b)

(a) 1i1' =142, 1lpp'=1p; und es existiert ein 1pely mt der
Ei genschaft 1;1=1;2x1;(f2)x1lyy 1p2=1md (1) x1p1,
1i2' =122 (f2) xIm und 1pg" =1y (f 1) <1pg.
1i2"' =1t1, 1pp' =1lpp, und es existiert ein 1,ely mt der
Ei genschaft 1;5=1;1x1,(f 1)1y 1p1=1mdi (2) x1p2,

De im Fall
anschaul i cher
fordert:
1,-1(f,) 1,
S= f,
1,
1,
S = f,
1,4(f,) 1y
bzw.
1,

S= f,
1,-4(f,) 1
1,43(f) 1,

S = f,
1,

D e Bedi ngungen der
absol ut

11" =1 x4 (F 1) x1p und 1po" =141, (f

garanti eren

Monopol yi d- Axi one S~S

(a) bzw.

2) x1p2.

(b) angegebenen d ei chungen kdnnen etwas
in Matrizenform dargestellt werden, in dem man

L
f,

1,-1(f) 1,

und

1,-1(f,) 1,
f1

1

1,-1(f) 1,
f2

Lo

und

L,
f

1,-1(f,) 1,

Ei genschaft (a) bzw. (b) scheinen zunéachst
will karlich gewahlt Zu sein. Tatséchlich aber
sie, dall unter ausschliellicher Anwendung der

und ¢'(S)~¢'(S') folgt, wie i mBeweis zu

f ol gendem Sat z gezeigt wrd.

Satz 2.7.10:

Ist (Mx op) ein Mnopolyid, McMmt 1,cM,
pyv(M'")

all er

dann ist die Menge

Vertauschungen in S(MM) eine vollkomene

Substi tuti onsnmenge von S(M M).
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Beweis:

Seien (S,S') eine Vertauschung in S(MM) und S bzw. S we in
obiger Definition gegeben, dann gilt mt Satz 2.1.6 (2) im
Fall (a):

oM S) =( 1t 1xF 1x1p1) o Lioxf 2xdp2) =

((Leoxdy (f2) xlp) <f 9x1p) o Ly oxf ox( Lpgdy (F 1) xLpg) ) =

((Le2dy (f2) I x(f1x1pg) ) o( (Lp2of Ay (1, (F1) <Ipg)) =

(1) (L oxf oxXi) x(F 1x1p1) ) o (g oo 2x1p) x1p (F 1x1p1) ) = mt (2)

((Lpodf oxlp) <1y (f 1xLpg) ) o( Ly ( Ly oxf oxlp) x(f 1x1p1) ) =

((Lgof 26 (1) (F1) xLp1) ) of ( Ly 2Ly (F2) xlp) (F 11pg) ) =

(Lg2of 2 1y (f 1) idpg) ) o( (Lp 2Ly (F 2) L) of 161p1) =

(1t 1' xf 2><1b:|_I )o( 1t 2' xf :|_><1bzI ):(,ON( S ) & S8

ImFall (b) folgt analog zu Fall (a) S-S .

Ist (S,S) eine Vertauschung und liegt der Fall (a) vor und es
werden in obigen Forneln f; und f, vertauscht, sowie 1;, bzw
1y, durch 1;4" bzw 1,5 ersetzt, so ist leicht ersichtlich, daB
der Fall (b) vorliegt, wenn die Rolle von S und S vertauscht
wird. Da die entsprechend anal oge Aussage auch fur den Fall (b)
gilt, ist also (S,S ) genau dann ei ne Vertauschung von S(M M),
wenn auch (S',S) eine Vertauschung von S(MM) ist. Damt ist

py(M) eine symetrische Substitutionsnmenge von S(MM).

Sei (M, +, - D2) ein Mnopolyid und ¢ :M —>M eine ubertragbare
Abbi | dung, dann ist ¢' (1p) 61'\/& und es gilt imFall (a):

¢I(]12 X 1| (fz) x 1m) ¢I(]12)
¢’ (9) = ¢'(f,) ¢'(f2) und
¢' (1) ¢' (L <1, (f) x1;1)
¢'(L,) ¢'(1p <L (f,) 1)
¢ (S)= ¢'(f,) ¢'(f)
(bl(lm X 1| (fl) lbl) ¢I(1b1)

Da ¢' nach Satz 2.3.16 bzw. Hilfssatz 2.3.10 die Bedi ngungen
(FO)-(F2) erfuallt, konnen alle zusamengesetzten Koeffi zi enten

der Form ¢' (1,<1,(f)x1y,) bzw ¢ (1,x1,(f)x1,) ungefornt werden
zu: ¢ (12 (F)x1y) = ¢ (1) +¢" (1 (F))+¢' (1) =
0" (L) +L12(¢" (£))+¢' (1y) bzw. ¢ (1,4, (F)1y)
¢ (1y)+Lr (0" ())+¢" (1y).

Werden diese Terne in obigen Matrizen entsprechend ersetzt, so
folgt in voll kormen anal oger Formw e fiur S und S': coNb(F(S)):
op(9°(S)) = ¢ (9~ (S).

Da dies in anal oger Wise auch fur den Fall (b) gilt, ist also
py(M ) eine vol | konmene Substituti onsnenge von S(M M)

g.e.d.
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Definition 2.7.12:

Ist (Mx,op ein Mnopolyid, McM nmt 1,cM, S S eS(MM) und
existiert ein echtes Unternonopolyid U von M mt 1,cUcM,

0
Kern(S)cU und S = S)N
o
Verschmelzung in S(M,M')
Zerlegung in S(M,M').

, dann heil3t das Paar (S, S') eine

Anal og hei 3t das Paar (S ,S) eine

Satz 2.7.14:

Ist (Mx,op) ein Mnopolyid und McM mt 1,=M, dann ist die
Menge pz(M') aller Zerlegungen und Verschnel zungen in S(M M)
ei ne a-vol | kormene Substitutionsnenge von S(MM).

Beweis:

Sei (S,S) eine Verschnelzung und S bzw. S we in obiger
Definition gegeben. = o\(S) =00 S)0=0p(S') < SS. Da mt
(S,S') auch (S',S) Eenment von pzx(M) ist, ist pzx(M) eine
symetri sche Substitutionsnmenge.

Sei (M, +, - D2) ein Mnopolyid und ¢':M —>M eine oa-ubertragbare
Abbi | dung, dann ist wegen (al) die Restriktion ¢ |y ein
Monopol yi den- Hononor phi snus. Da Kern(ScU = of(SHeUu =
Kern(S)cU = S, S eS(MU. Mt Satz 2.3.18 fol gt deshal b:

om0 (S)) =¢" (o S) ) =¢' (o(S') ) =on,(¢" (S")) < 0 (9~ (S).
Analog gilt dies auch, wenn (S,S) eine Zerlegung ist. =

pz(M) ist eine a-voll konmene Substitutionsnenge von S(MM).
g.e.d.

Satz 2.7.16:

Ist (Mx,op) ein Mnopolyid, McM nmt 1,cM und 1y das einzige
echte Unternmonopolyid U von Mmt 1,cUcM, dann ist die Menge

pz(M) aller Zerlegungen und Verschnel zungen in S(MM) eine
vol | konmrene Substituti onsnmenge von S(MM).

Beweis:

Sei (S,S') eine Verschnelzung und S bzw. S we in obiger
Definition gegeben. = o\(S) =00\ S)0=0p(S') < SS. Da mt
(S,S) auch (S,S) Eenment von pzx(M) ist, ist pzx(M) eine
symet ri sche Substitutionsnmenge.

Sei (M, +, - D2) ein Mnopolyid und ¢ :M —>M eine ubertragbare
Abbi | dung, dann erflllt ¢ nach Satz 2.3.16 die Bedi ngung (FO0)

aus Satz und Definition 2.3.8. Damt ist die Restriktion ¢ |1M
ei n Monopol yi den- Hononor phisnus. Da (S,S ) eine Verschnel zung
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ist, existiert ein echtes Unternonopolyid U von Mmt 1,cUcM
und Kern(S)cU = ofS)eU = Kern(S)cU = § S eS(MU. Nach
Voraussetzung i st U=1y Deshalb folgt mt Satz 2.3.18 :

om0 (S)) =¢" (o S) ) =¢' (o(S') ) =, (¢ (S")) < 0 (9~ (S).
Analog gilt dies auch, wenn (S,S) eine Zerlegung ist. =

pz(M) ist eine voll komrene Substitutionsnmenge von S(MM).
g.e.d.

Definition 2.7.18:

Ist (Mx,op ein Mpnopolyid, McMnmit MIcM und S, S eS(MM),
dann hei Rt das Paar (S,S ) eine Uberbriickung in S(M,M'), wenn
(a) oder (b) gilt:

(a)
0 1, 1, 0
S=|g, f |, S=f 9,|, und g; und g, sind invertierbar
0 1, 1, 0
mt gyo( 1t o2xf <1pp) =(1¢ 1-f x1py) oQo.
(b)
1, O 0 1,
S=|f g,| und S ={g, f |, und g; und g, sind invertierbar
1, O 0 1,

mt (11 x1pg) 092=g10( 1 oxf x1p2) .

Satz 2.7.20:

Ist (Mx, op ein Mpnopolyid, McM nit MIcM, dann ist die
Menge pg(M') aller Uberbrickungen in S(M M) eine a-vol | kormene
Substituti onsnmenge von S(M M).

Beweis:
Sei (S,S)epg(M) und S bzw. S we in obiger Definition
gegeben, dann gilt im Fall (a): oM S) =910( 14 oxf x1pp) =

(1i 1xf x1pq1) Qo= ( S') < S~S§'. Analog gilt dies auch imFall (b).
Da beide Falle symretrisch zueinander forrmuliert sind, folgt:

(S, S )epg(M) <  (S,S)epg(M). Dami t i st pg(M) ei ne
symetri sche Substitutionsnmenge.

Sei (M, +, - D2) ein Mnopolyid und ¢':M —>M eine oa-ubertragbare
Abbi | dung. I m Fal | (a) i st glo( 1t 2><f xlbz) :( 1t 1><f xlbl) oJo. =

Ly oo «1pp=01 Lo( 1y 1 xlpg) 002, = @' (Lr2) +¢' (F)+¢' (L1p2) =

¢ (917D (¢ (Le) 0 (F)+¢' (1p1))- ¢ (g2) wegen (a2). =

¢ (91 1) L9 (Le) +0' (F) 0 (1p2) ) =(¢' (Lgq) +¢' (F)+¢' (1p1)) - ¢' (92)-
Da M1 nach Satz 2.1.18 ein Unternonopolyid von M ist nit
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1M1, ist mit (al) und Satz 1.3.30 (e) ¢' (g1 1=¢'(gq) 1 =
¢ (g9171) " 1=¢" (91) = ¢ (9171) "1 (¢ (Lr2) +¢0' (F)+¢' (1p2)) =

¢ (g1) - (¢ (Lg2) +¢" (F) 0" (1p2)) = (¢ (i) +¢' (F)+¢' (1p1)) - 9" (92). =
op(0°(S)) = ¢ (91) - (0" (Lr2)+¢" (F)+¢' (1p2)) = B

(0" (Lp2)+¢" (F)+0" (1p1)) - ¢ (92) = om(9'(S)) < ¢ (9~ (S).

Da dies analog auch im Fall (b) gilt, ist pg(M) eine

o- vol | komrene Substitutionsnenge von S(MM).
g.e.d.
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2.8 Naturliche Monopolyide

Definition 2.8.2:

Ein Mnopolyid (Mxop heilBt genau dann ein natiirliches

Monopolyid, wenn ein nicht-trivialer Monopol yi den-
Hormonor phi snus || || (M x, op) >(IN,, +, +) existiert.
Wir de in obi ger Definition ni cht ei n nicht-trivialer

Monopol yi den- Hononor phi snus gefordert werden, so ware |edes
Monopol yid ein naturliches Mnopolyid, da || [:(Mx, op) =>(INg, +, +)
mt |f=0 VvV feM stets ein Monopolyiden-Honmonorphisnmus ist.
Di ese Bedingung fuhrt andererseits aber auch dazu, dalR ein
Unt er nonopol yid eines naturlichen Mnopolyids nicht unbedingt
auch ein natdurliches Mnopolyid sein nuf3, da ein Mnopolyiden-
Hononor phi snus | 1l (M %, op) =>(INg, +, +) Identitéaten auf
Identitaten und damt alle Elenmente des Unternonopolyids 1y auf
die O abbil det.

Kann zu einem Mnopolyid nicht explizit ein nicht-trivialer
Monopol yi den- Hononor phi snus angegeben werden, so ist es im
al | genei nen schw erig nachzuwei sen, ob Uberhaupt ein sol cher
exi stiert. Dazu jedoch fol gender einfacher Satz:

Satz 2.8.4:

Ist M ein Erzeugendensystem des Mnopolyids (Mx 0op mt der
Ei genschaft:

(*) Zu jedem feM existiert ein geM mt fxgely, oder gxfely

oder fogely oder gof elpy
So ist (Mx op kein natdrliches Monopolyid. Insbesondere i st
damt fiar jedes Mnopolyid (Mx o5 das Unternonopolyid
(M1, op kein natirliches Mnopolyid.

Beweis:

Sei || 1 (M x, op) >(IN,, +,+) ein Monopolyi den- Hononor phi snus. =
|| || bildet ldentitaten auf ldentitaten ab. = |f|=0 V fely Da
zu jedem feM ein geM existiert mt fxgely, oder gxfely, oder
fogely oder gof ely folgt: O=[fxg|=[f(+ligll oder O=[gf [[=[lg]l+|If ||I=
[F1I+llgll oder 0=|[f og|[=If [[+]|g]| oder 0=ligof [=[gll+[If [=[If [[+ligll. = Iif [=]Ig=0
VieM = |f|=0 V feN'.

Da M ein Erzeugendensystem vom M ist, ist nach Satz 2.1.28
Me<M >\ =<', x, o>y Damit ist nach Hilfssatz 2.1.24 jedes feM

m _
darstellbar in der Form f:b(Xfij) mt fijjeh’. =
i=1j=1
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m n Ui
If ||=||_C)(,>< fig)l=2 > Iifijl=0, da ||| ein  Mnopolyiden-
=1]j=1 i=1j=1

Hononor phi snus und |Ifj;[[=0 ist. = [f[=0 V feM = (Mx op st
kei n natdrliches Monopol yid.

Da M1 selbst ein Erzeugendensystem von (M1, .7 nit obiger
Ei genschaft ist, folgt die Behauptung.

g.e.d.

Nachfolgend gilt das besondere Interesse jedoch nicht den
nicht-natdrlichen, sondern den natirlichen Monopolyiden, da
di ese es er mogl i chen "handsane" Kriterien far
Substi tuti onsbasen festzul egen.

Der nachfol gende Satz zeigt, dalR jeder nicht-triviale
Monopol yi den- Homonor phi smus || [|: (M x, op) =(IN, +,+) ein echtes
Unt er nonopol yid von Mdefiniert.

Satz 2.8.6:

Ist (Mxop ein Mnopolyid und | [ (Mx, op —=>(IN,+, +) ein
Monopol yi den- Hononor phi snus, dann ist Mol ={feM |f|=0} ein
Unt er monopol yid von M nmit 1,cM1cMOl |st daruber hinaus | || ein

nicht-trivialer Mnopolyiden-Hononorphisnus, so ist Mol ein
echtes Unt er nonopolyid von M

Beweis:

Da || || ein Monopolyiden-Honmonorphi snus i st, bi | det er

I dentitaten auf ldentitaten ab. = |[f||=0 V fely = MOl ist eine
Tei |l mrenge von M mt Neutral el enenten.

Sei f,geMol. = |fxg|=|f ||+||g]=0+0=0 = f«geMoOl. [|st auRerdem fog
definiert, so ist analog fogeMOl. = Mol jst bzgl. "x" und "o"
abgeschl ossen. = Mol i st ein Unternonopolyid von M

Nach Satz 2.8.4 ist M1l kein naturliches Mnopolyid. = |f||=0 V
feMl = feMl = MIcMOI, Nach Satz 2.1.18 ist 1M1

Ist ||| ein nicht-trivialer Monopolyiden-Hononorphisnus, so

existiert ein feM mt |f|#0. = MOxM = Mol ein echtes
Unt er nonopol yid von M
g.e.d.

Ausgehend von Satz 1.2.24 ist es noglich fir Substitutionsbasen
von naturlichen Mpnopolyiden "handsane" Kriterien angeben zu
konnen. Fol gender kleiner Hlfssatz liefert die Gundl age dazu.
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Hilfssatz 2.8.8:

| st (M x, op) ein Monopol yi d, I 1l (M %, op) =>(IN, +, +) ein
Monopol yi den- Hononor phi srus  und M cM mt 1M, dann st
| - (S(M M), o) —>(INg, +) mt [S[]=[leopy(S)| ein Homonorphisnus (auf
partiel |l en Hal bgruppen).

Beweis:

Ist S,S eS(MM) und SoS definiert, dann ist stets auch
lopd S) [[Hlof S) || definiert und mt Satz 2.2.12 [SoS |=||lopf SeS' ) ||=
o S) e S') [IFllop( S) [+l S ) IIFISI+IS' |- = || i st ein
Hononor phi snus (auf partiellen Hal bgruppen).

g.e.d.

Unt er di esen Voraussetzungen kann nun Satz 1.2.24 fiar die hier
vor |l i egenden Bel ange ent schei dend auf bereitet werden.

Satz 2.8.10:

| st (M x, op) ein Monopol yi d, I 1l (M %, op) =>(INg, +, +) ein
Monopol yi den- Hononor phi snus, McM mt 1M und p eine
symetri sche Substi tuti onsnmenge von S(M M) m t den

Ei genschaften:

(1) S1, S$eS(MM), o Sy) 21 und o[ Sp) =o( Sp) =
35,5, S eS(MM) mt [ofSy' )21, oS )=oMS'),
Sy’ 0Sp' und Sy' oSt sind definiert und S;9,S;" oSy’ sowie
SHE S

(2) S1,SeS(MM), Jlof Sy) [IFO und o Sq) =of Sp) = S12,Ss.

So ist p eine Substitutionsbasis von S(MM).

Beweis:

Nach Hilfssatz 2.8.8 ist | [[(S(MM),o)—>(INg, +) mt [S:=[lopfS) ]l
ei n Hononor phi snus (auf partiellen Hal bgruppen). Zeige, daB | |
di e Bedi ngungen (0)-(2) von Satz 1.2.24 erfullt.

J. Hubl Partielle Halbgruppen, Polyide und Monopolyide



72

0) S1~S; = oM S1) =oM Sp) = lloM S1) [I=FllopM S2) | = [S1]=IS,].

1) Da oS =op(S) & S§ und [S=[lopS)|| ist, gilt mt der
gegeben Vor ausset zung (1) far den Monopol yi den-
Honmonor phi snmus || || S1, SeS(M M), [|S121 und $1~S; =
lofS) 21 und o S))=oMS) = I S',S,S eS(MM) nmit
H(Dl\/( Sol ) 21, O)N( S]_' ):(DN( SZI ), Sll OSOI und 82' oSOI sind
definiert und S;,S," oSy’ sowie S5, oSy . =
3 S',.S,S eS(MM)  nmit S Flof S’ ) IkL, ST ~Sy,
S1'0Sp"  und Sy' oSyt sind definiert und S;.S;' 0Sy° sowi e
S$P,S) oSy’ .

2) Sl~82 und |S]_|:0 = (DN( Sl) =(1)|v( 82) und ||(x)|v( Sl) =0 = 819p82
nach Voraussetzung (2).

g.e.d.

Betrachtet man obiges Kriterium unter dem Gesichtspunkt des
Bewei ses von Satz 1.2.24, so sieht nman, dall zwei aquivalente
sequentielle Darstellungen S; und S, durch iteratives Anwenden
von Voraussetzung (1) in zwei andere sequentielle Darstellungen
S1"oSp" und Sy"oSy" uberfihrt werden koénnen, deren Spalten auf
der rechten Seite (Sp") identisch sind bzw. identisch bleiben
und deren restliche Spalten je eine sequentielle Darstellung

Si" und Sy" mt o S1") |IFllopM S2") |[=0 defi nieren. Unter Anwendung
von Voraussetzung (2) konnen abschlieflend auch S$;" und S," in
ei nander Gberfihrt werden. Betrachtet man alle Uberfihrungen
zusamen genommen, so ist damt S; in Sy, Uberfihrbar, was zu
bewei sen war .

Die nédchsten beiden Hilfssatze bereiten den Beweis fur ein
Kriteriumvor, bei demdie Bedingung (2) entfallt.

Hilfssatz 2.8.12:

| st (M x, op) ein Monopol yi d, 112 (M %, op) =>(IN,, +, +) ein
Monopol yi den- Hononor phi smus, McM mt 1M und SeS(MM) mt
llopd S) [I=0, dann i st Kern(S)cMol.

Beweis:
1, 1,
Sei  S=|f, .. f.|. = oS =(1i1xf 1x1p1) o - - o Lipsf nxlpn) 0 =
1b1 1bn
llon S) =1 Le 1F 1xdpa) o- - - o( Lp o pdipn) IFI1Le 2l all+ITpali+- - . +[1¢ nll I nll*1pnll-
Da nach Voraussetzung J|oyS)|=0 folgt: |[fq=..=f,~0. =
Kern(S)={fq,...,fa} <MY nach Satz 2.8.6.

g.e.d.
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Hilfssatz 2.8.14:

Ist (Mx o ein Mnopolyid, McM mt MIcM, SeS(MM) nit
lopS) =0 und p eine symetrische Substitutionsnenge mt
0
pz(M)cp, dann ist S bzgl. p uberfihrbar in S :=|w,(S|.
0

Beweis:

MOlcM = 1M nach Satz 2.8.6. Nach dem selben Satz ist Mol
ein Unternobnopolyid von M |oS)|F0 = Kern(S)cM9 nach
Hlfssatz 2.8.12 = (S, S) ist nach Definition 2.7.12 eine

Verschnel zung. = S2,S', da pz(M)cp.
g.e.d.

Satz 2.8.16:

| st (M x, op) ein Monopol yi d, I 1l (M %, op) =>(INg, +, +) ein
Monopol yi den- Hononor phi smus, McM nmit MM und p eine
symmetrische Substitutionsnenge von S(MM) mt pzx(M)cp und
der Ei genschaft:

(1) S1, S$eS(MM), o Sy) 21 und o[ Sp) =o( Sp) =
3 Sy, S, S eS(MM) nit [lofSp') 21, o S ) =oM Sy ),
Sy’ oSp' und Sy' oSp' sind definiert und S;9,S;" oSy’ sowie
S$P,S, oSy .
So ist p eine Substitutionsbasis von S(MM).

Beweis:

Zei ge, dall p auch die Eigenschaft (2) von Satz 2.8.10 besitzt,
dann fol gt aus eben di esem Satz di e Behaupt ung.

Sei  S;,5eS(MM), oSy [[FO und o S1)=op(Sy). Definiere
0

Si=loy(S) |- = S1?,S nach Hlfssatz 2.8.14. Wegen o\ Sp)=
0

oM Sp) gilt analog: $;2.,S. = 52,5 2,5, d.h. 525, ;
g.e.d.

Ein weiteres Kriterium bei dem die Bedingung (2) entfallt,
kann mt fol gendem Hi | fssatz bew esen werden.

Hilfssatz 2.8.18:

Ist (Mx,op) ein Mnopolyid, McM mt LycM, S5, SeS(MM) mt
oM S1) =o Sp) , Kern(S;)<clyy und  Kern(Spy)clyy und  p  eine
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symmetrische Substitutionsnenge von S(MM) mt px(M)cp, so
i st Sl-)pSZ.

Beweis:
0

Definiere S':=lwy(S)|. = S;?,S nach Satz 2.7.6, da px(M)cp.
0

Vegen o\ Sy)=oSy) gilt analog: S, = 52,5 2.5, dh
S$12,5s.
g.e.d.

Satz 2.8.20:

Ist (Mx op) ein Mnopolyid, | [:(Mx op)—=>(IN, +,+) ein nicht-
trivialer Monopolyiden-Honmonorphisms nmit Mo=1,, McM nit
MOIicM  und p eine symetrische Substitutionsnenge von S(M M)
mt px(M)cp und der Eigenschaft:

(1) S1, S$eS(MM), o Sy) 21 und o[ Sp) =o( Sp) =
3 S, S, S eS(MM) nit [lofSp') 21, o S ) =or Sy ),
Sy’ 0Sp' und Sy' oSp' sind definiert und S;9,S;" oSy’ sowie
S$P,S) oSy’ .
So ist p eine Substitutionsbasis von S(MM).

Beweis:

Zei ge, dall p auch die Eigenschaft (2) von Satz 2.8.16 besitzt,
dann fol gt aus eben di esem Satz di e Behaupt ung.

Sei S, $eS(MM), oSy IIE0 und oy Sy) =o Sp) = Kern(Sy) Mol
und Kern(Sy)cMol nach Hilfssatz 2.8.12. = Kern(S;)cly und
Kern(S,)cly, da nach Voraussetzung M0I=1,, ist. Damit sind die

Vor ausset zungen von Hilfssatz 2.8.18 erfallt. = 59,5,
g.e.d.

Die nachsten Satze stellen das Ziel aller Benmihungen in diesen
Kapitel dar. Mt ihnen kann in [HUB95] bew esen werden, dal}
besti mte Unternonopolyide des Mnopolyids der geordneten

Subzentren- Net zwer ke a-vol |l koomene Mnopolyide sind und ein
von 1y, verschi edenes vol | konmenes Unt er nonopol yi d existiert.

J. Hubl Partielle Halbgruppen, Polyide und Monopolyide



2.8 Natiirliche Monopolyide 75

Satz 2.8.22:

Ist (Mx op) ein Mnopolyid, | [:(Mx op)—=>(IN, +, +) ein nicht-
trivialer Monopolyiden-Hononorphismus, McM nit MOcM  und
erfallt p:=px(M)upy(M)upz(M)upg(M) die Bedi ngung:

(1) S1. $eS(MM), fo Sp) 21 und of Sp) =o Sp) =
35,5 ,S eS(MM) nit [lofSp' )21, oM S')=oMS"),
Sy' oSp' und Sp' oS sind definiert und S;9,S;" Sy’ sowie
829‘:)82' OSOI .
so ist p eine a-voll kommene Substitutionsbasis von S(MM). Ist
daruber hinaus M ein Erzeugendensystem so ist M ein
o- vol | komrenes Er zeugendensyst em und (M x, op) ein
a- vol | komrenes Monopol yi d.

Beweis:

Nach Satz 2.7.4 bzw. Satz 2.7.10 sind pyxy(M) und py(M)
vol | konmene Substitutionsnmengen von S(MM) wund somt auch

o-vol | kommene  Substitutionsnengen von S(MM). Nach Satz
2.7.14 bzw. Satz 2.7.20 sind auch pzx(M) wund pg(M) o-
vol | konmene Substitutionsnmengen von S(MM). = p=px(M)upy(M)
Upz(M) LU

pg(M) ist eine a-vollkomene Substitutionsmenge von S(MM).
Da pz(M)cp und p eine symetrische Substitutionsnenge von
S(MM) ist, ist p nach Satz 2.8.16 ei ne Substitutionsbasis und

somt eine o-voll komene Substitutionsbasis von S(MM).
| st daridber hinaus M ein Erzeugendensystem so ist nach Satz

2.6.24 M ein a-voll konmenes Erzeugendensystem und (M x, op) €in

a- vol | komrenes Monopol yi d.
g.e.d.

Zu obi gem Satz noch ein wi chtiger H nweis. Auf den ersten Blick
sieht es so aus, als konnte es sich bei der Menge M um eine

bel i ebi ge Teil nenge von M mit MPIcM handeln. Dies ist jedoch

nicht der Fall! Angenomen es ist f,geM\M! und auch f.geM,
0 0 0

dann si nd S:=|f g und S :=|foqg zZwei aqui val ent e,
00 0

sequentielle Dartstellungen aus S(MM), da o\(9S)
=fog=o(S'). Soll nun p eine Substitutionsbasis sein, so mul3 S

bzgl. p in S direkt dberfihrbar sein, da L(S )=1 ist. Es kann
sich bei (S S) aber weder um eine Rechtskirzung, eine

Ver t auschung, noch um ei ne Uber brickung handeln, da f,geM?! und
f,gely nach Satz 2.8.6. Damt nul3 es sich bei (S,S') um eine
Zer | egung handel n, da p: =px(M ) Upy( M) Upz(M ) Upg(M )
vor ausgesetzt wird. Das hei 3t, es existiert ein Unternonopolyid
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U von M mt UcM und f,geU  Zusanmenfassend kann also
festgestellt werden, dalR die Teilnenge M zu zwei Elenenten
stets auch das von diesen Elenenten erzeugte Unternonopolyid
ent hal ten nmul3.

Der folgende Satz stellt einen Spezialfall von Satz 2.8.22 dar.

Satz 2.8.24:

Ist (Mx op) ein Mnopolyid, | [:(Mx op)—=>(INy, +,+) ein nicht-
trivialer Mnopolyiden-Hononorphisnus mt Moi=1,, McM mt
1yeM und erfallt p:=px(M)upy(M) die Bedi ngung:

(1) S1, S$eS(MM), o Sy) 21 und o[ Sp) =o( Sp) =
3 Sy, S, S eS(MM) nit [lof S )21, o S ) =or Sy ),
Sy’ 0Sp' und Sy' oSp' sind definiert und S;9,S;" oSy’ sowie
S$P,S, oSy’ .
so ist p eine voll komrene Substitutionsbasis von S(MM). |Ist
daruber hinaus M ein Erzeugendensystem so ist M ein

vol I konmenes Erzeugendensystem und (M x,op) ein voll konmrenes
Monopol yi d.

Beweis:

Nach Satz 2.7.4 bzw. Satz 2.7.10 sind pyx(M) und pyM)
vol | konmene Substitutionsnmengen von S(MM). = p=px(M)upy(M)
ist eine voll komene Substitutionsnenge von S(MM). Da nach
Vor ausset zung MOI=1y, und py(M)cp ist, ist p nach Satz 2.8.20
ei ne Substi tutionsbasi s und som t ei ne vol | konmene
Substitutionsbasis von S(MM).
| st daridber hinaus M ein Erzeugendensystem so ist nach Satz
2.5.8 M ein vollkomenes Erzeugendensystem und (M x op) e€in
vol | konmrenes Mbnopol yi d.

g.e.d.

Man kann zeigen, dall es o-voll komrene Monopolyide gibt, die
kei ne vol | konmenen Monopol yi de sind. Dazu fol gender Satz:

Satz 2.8.26:

Ist (Mx op) ein Mnopolyid, | [:(Mx op)—=>(IN,+, +) ein nicht-
trivialer Mnopolyiden-Hononorphi snus so, daR zu jedem f eMol
ein f*eMexistiert mt [f*|>1, 1,(f*)=1,(f) und 1,(f*)=1,(f), so
gilt: Ist U ein Unternonopolyid von Min dem es zwei El enente
f,g aus MON1,, gibt mt fogely oder gofely oder fxgely, oder

g-f €lp so kann U kein vollkomenes Mnopolyid sein.
I nsbesondere  kann dann auch (Mx o)  kein vollkonmenes
Monopol yi d sein.
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Beweis:

Betrachte zunéchst den Fall: (f,g)eD und fogely
Angenonmmen U ist ein vollkomenes Mnopolyid. = 3 ein
vol | konmenes  Erzeugendensystem U cU mt 1cU. = Nach

m
Hlfssatz 2.1.24 existieren f;eU nmit f=O(Xf). =
i=1 -1

3 k, I mt 1<k<n, 1<I<mc und fy, ¢1y, da sonst alle f;jely sind
my
und somt auch f:C)( X fij)elM ist, was ein Wderspruch zur
i=1j=1
Vorausset zung feMO\N 1y ware. Da |f[=0 ist, ist |fj;[=0 V i,j und
i nsbesondere |ff i [=0. = f; eM9. Nach Voraussetzung existiert
danmit ein f*eMmit [f*|>1, 1,(f")=1(fy) und 1,(f*)=1,(fy).
Definiere ¢ :U —»M als die identische Abbildung auf U\{fy}

und ¢' (fy)=f". Damit erfillt ¢ die Bedingung (FO) von Satz
und Definition 2.3.8 da U ein Unternonopolyid von M und somt

nach Satz 2.1.14 1,cly ist.  Wegen 1;(f*)=1,(fy) und
1,(f")=1,(fy,) erfullt ¢ nach Satz 1.3.6 (5) auch die
Bedi ngung (Fl1). = ¢ ist nach Satz 2.3.16 eine Ubertragbare
Abbi I dung. = ¢ kann nach Definition 2.5.2 zu genau einem
Monopol yi den- Hononor phi snus  ¢: UM fortgesetzt werden, da U

ein voll kommenes Erzeugendensystem ist. = o(fo.g)ely, da
fogelppy = |lo(feog)|=0 nach Satz 2.8.6.

my
Andererseits ist [o(fog)ll = llo(f)e0(Q9)| = ||<P(£)1(i>:<1fij))otp(g)ll =

mj n Ui . .
||(iC)1(j>:<1(P(fij))°(P( 9) ||=.Z1.Z1 loCfij) IHleCa) Il = llo(f i) I=lIf"II=1. Dies
= =
steht im Wderspruch zu |o(fo.g)|=0. = D e Annahne es gabe zu U
ei n vol | konmenes Erzeugendensystem ist damt falsch. = U kann
kei n vol | konmenes Mnopol yi d sein.

Exi stiert ein Unt er nonopol yi d U von M  mt obi gen
Vor ausset zungen, so erfillt auch Mals Unternonopol yid von sich

sel bst diese Voraussetzungen. = M kann kein vollkomenes
Monopol yi d sein.

Im Fall fxgely ist nach Satz 2.1.6 (2) fxg=(fx1;(9g))(1,(f)=xg).

Definiere f':=fx1,(g) und g :=1,(f)xg. = f',g e(UMI\1y, mt

f'og' €ly, da f,ge(U~MO)\1,, und fxgelyy Danmit fol gt aus obigem
Fal | di e Behauptung.

I'm Fall gxf €1y, oder (g,f)eD und gof €ly,ist die Rolle von f und
g zu vertauschen.
g.e.d.

Al's abschlieRender Satz folgt nun noch ein einfaches Kriterium

fdr a-Ubertragbare Abbildungen zu dessen Beweis ein Hilfssatz
notwendi g i st.
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Hilfssatz 2.8.28:

| st (M x, op) ein Monopol yi d, I 1l (M %, op) =>(IN, +, +) ein
Monopol yi den- Hononor phi snus, M cM und existiert ein nelN mt
[flI<n V feM, so ist jedes Unternonopolyid U von M nmt UcM
auch ein Unternonopol yid von Mol

Beweis:

Zeige: U ist Teilnenge von Mol Sei feU = fx.--xfeU =

\_ﬂ/_—J

(n+1)- mal
|f s xf [Sf||+...+f [=(n+1) |f|. Da UcM, ist |fx--xf]|<n nach
—_— —_—
‘n+1)- nal ‘n+1)- nal

Vor ausset zung. = (n+1)-f|<n = |f|<1 = |f|=0 = Uc=M°l. Da U ein
Unt er nonopolyid U von Mist, ist U damt auch Unternonopolyid
von Mol

g.e.d.
Satz 2.8.30:
Si nd (M x, op) und (M, +, - DZ) zZwei Monopol yi de,
| 11 (M %, op) >(IN, +, +) ein nicht-trivialer Monopol yi den-

Hononor phi smus, M cM nmit MOcM und es existiert ein nelN mt
Ifl<sn V feM, dann ist ¢ :M —M genau dann eine o-uUbertragbare
Abbi | dung, wenn ¢ fol gende Bedi ngungen erfillt:

(a0") (f,9) eDAM xM = (¢' (), ¢ (9)) Do

(al') Die Restriktion von ¢ auf MOl ist ein Mnopolyiden-
Honmonor phi snus.

(02') 14, ¢, 1p, 1p €1y feMAMOL  py p,eMl  und 1 «1p=
P1o( 1t f <Ly’ )opa l = ¢ (L) +¢' (f)+¢' (1p) =
0" (P1) - (¢ (L¢')+¢ (F)+' (1p')) - ¢ (P27 ).

Beweis:

"=" Wegen (o0') erfullt ¢ die Bedingung (Fl) aus Satz und
Definition 2.3.8. Da nach Satz 2.8.6 1M und nach
Vor ausset zung MOlcM  ist, ist 1y=M und die Restriktion
von ¢ wegen (al) ein Mnopolyiden-Hononor phi snus. = ¢
erfallt auch die Bedingung (FO). = ¢ ist eine
Ubertragbare Abbil dung.

Da nach Satz 2.8.6 MOl ein echtes Unternonopolyid von M
und nach Hilfssatz 2.8.28 jedes Unternonopolyid U von M

mt UcM auch ein Unternonopolyid von MOl ist, ist jedes
Unt er mronopol yi d U von M  mt UM ein echtes
Unt ermonopolyid von M Nach Voraussetzung (al') ist die
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Restri ktion von o' auf Mol ein Monopol yi den-
Honmonor phi srus. = Auch die Restriktion von ¢ auf U ist
ei n Monopol yi den- Hononor phi srus.  Damit erfdallt ¢ die
Bedi ngung (al) aus Definition 2.6.16.

Sei en pi1,ppeM w e in Bedingung (a2) von Definition 2.6.16
invertierbar, d.h. pq,ppeMl. = Fiur feM\MO ist nach
Vor ausset zung (a2') die Bedingung (a2) erfdllt. Sei
feM MO = 1;,1;',1y, 1 ,f, p1, ppeMo, da nach Satz 2.8.6
1ycM1icMol ist. = Die Bedingung (a2) ist erfullt, da nach
Vor aussetzung (oal') die Restriktion von ¢ auf MOl ein
Monopol yi den- Hononor phi snus ist. = ¢ erfiallt auch die

Bedi ngung (a2) und st som t eine a-Ubertragbare
Abbi | dung.

"&" Ist ¢ eine o-uUbertragbare Abbildung, so erfdllt sie
trivialerweise die Bedingungen (a0') und (al'). Da nach

Satz 2.8.6 MIcMOl und MOIcM  ist, gilt fur pq, ppeMl:
p; und p, sind invertierbare Elenmente aus M. Mt

Vor ausset zung (a2) folgt damt die Bedingung (a2').
g.e.d.
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3. Monopolyide und X-Kategorien

3.1 Kategorien, Funktoren und Polyide .................. 81
3.2 X-Kategorien, X-Funktoren und Mnopolyide .......... 86
3.3 Bipolyide und Bikategorien ............... ... ....... 96

In diesem Kapitel wrd aufgezeigt, dall es einen sehr engen
Zusamrenhang zw schen den in der einschléagigen Fachliteratur
bekannten Kategorien bzw  X-Kategorien einerseits und den
weiter vorne vorgestellten Polyiden bzw. Monopol yi den gi bt. Das
Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dalR sich im allgenei nen
all e Zusammenhange, die uber X-Kategorien beschreibbar sind,
auch durch die einfacheren Mbnopolyide beschreiben |assen.
Abschl i ellend wird noch kurz darauf eingegangen, dal3 sich der
Zusammenhang zw schen X-Kategorien und Monopolyiden auf
Bi kat egori en und Bi polyide erweitern | afnt.
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3.1 Kategorien, Funktoren und Polyide

Eine in der theoretischen Informatik haufig auftretende
al gebrai sche Struktur ist die der Kategorie bzw X-Kategorie.
Ei ne Ei nfuhrung dazu findet man auch in den Bichern von Hotz
[HOT72] und [HOT74]. Beide wurden als Vorlage zur nachf ol genden
Definition von X- Kat egori en, X- Funkt or en und freien
X- Kat egori en verwendet .

Definition 3.1.2:

Sind Mund @ zwei Mengen, L:M->0 und R M->0 zwei Abbil dungen,

D:={(f,g)eMM R(f)=L(g)} und o:D—>M dann heiBt das Tupel
C((Mopy,0, L, R eine Kategorie, wenn gilt:

(KO) (f,qg),(feg, h)eD < (g, h), (f,goh) eD
(K1) Far (f,g)eDist L(fog)=L(f) und R(fo.g)=R(Qg)
(K2) Ist (f,g)eD und (fog, h)eD, so ist (fog)oh=fo(goh).

(K3) Zu jedemuel existiert eine (partielle) Identitat 1,eMmt
der Eigenschaft L(1,)=R(1,)=u, 1lyf=f VfieML(f)=u und
fol,=f VfeMR(f)=u.

AuRerdem wird M(C):=M 6(C):=0, D(c):=D, L(c):=L und R(C):=R

definiert.

Eine Kategorie kann anschaulich als folgendes Diagramm
dargestel It werden:

(M,ep)

L R

]
|
Ul
(@)

Bild 3.2: Schemmtische Darstellung einer Kategorie.

Anner kungen:

Die hier verwendete Nonenklatur ist gegeniber der von Hotz
verwendeten (und gebrauchlichen) etwas abgewandelt. Hot z
ver wendet das  Tupel (0,MQ Z, o) zur Beschrei bung ei ner
Kategorie. Da das gangigste Beispiel fur eine Kategorie die
Menge der Abbil dungen (Mrphisnmen) M auf den El enmenten einer
Menge 0 von (Objekt-) Mengen ist und far eine Abbildung f: A->B
Qf):=A und Z(f):=B definiert wird, wird hier statt Qund Z L
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und R verwendet, da di ese eine Assoziation zum | i nksstehenden A
bzw. rechtsstehenden B herstellen und in engem Zusanmenhang zu
den Abbildungen 1, und 1, stehen. Desweiteren ist die
Rei henfolge von @ und M vertauscht, da dies an die nornmale

Darstellung fur die Abbildung L: M0 bzw. R M->0 erinnern soll.
Da das Operationszeichen bei Hotz innerhalb des Tupels an ganz
anderer Stelle gesetzt wird ist eine Verwechslung zw schen
bei den Darstellungen ausgeschl ossen. Bl ei bt noch zu erwahnen,
dal bei Hotz di e Bedi ngungen (KO) und (K2) zu einer Bedi hgung
zusamengefallt sind. Im Hnblick auf den Zusamenhang mt
Pol yi den i st dies hier nicht geschehen.

Satz 3.1.4:

C((Mop,6, L, R i st genau dann ei ne Kat egori e, wenn
C=((Mey),0,RL) mt feg:=gof eine Kategorie ist.

Beweis:

Sei L':=R und R :=L. Es gilt: (f,g)eDC) < R (f)=L"(g) <
L(f)=R(g9) < (g9.f)eC).

KO) (f,9),((feg), h)eD < (g,f),(h,(gof))eD <
(h,9),((heg),f)eD < (g,h), (f,(geh)) eD

K1) Far (f,g)eD ist (g,f)eD, L' (feg)=R(gof)=R(f)=L"(f) und
R (feg) =L(gof)=L(9g)=R (09)

K2) Ist (f,g)eD und ((feg),h)eD = (g,f),(h,(gof))eD =
(f,9),((feg),h)eD = (fog)oh=fo(goh) = (feg)eh=ho(gof)=
(hog) of =f ¢( geh) .

K3) Zu jedem ue® existiert eine (partielle) ldentitat 1, mt
der Eigenschaft L(1,)=R(1,)=u, 1yef=fol,=f VieML' (f)=

R(f)=u und fel,=1,of =f VfeM R (f)=L(f)=u.
g.e.d.

Satz 3.1.6:

(a) Ist (Mop ein Polyid und ¢: 1y—0 eine bijektive Abbildung,
dann ist C=((Mop), 0 ¢ol;,90l,) eine Kategorie. (o0 steht
dabei fir di e Hinterei nanderausfihrung von Abbil dungen.)

(b) Ist C=((Mop,0, L, R eine Kategorie, dann ist (Mop ein
Polyid und es existiert genau eine bijektive Abbildung
o: Iy~0 mt L=pol; und R=¢o0l,.

Beweis:
a) Sei (Mop ein Polyid, ¢:1y>0 eine Abbildung und L:M-0
bzw. R M- definiert durch L: =pol, bzw.
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R =¢o0l,. Zeige wunter Verwendung von Satz 1.3.6, dald
C((Mop,0 L, R eine Kategorie ist.
Vegen R(f)=L(g) < ¢0l,(f)=90li(9) < 1,(f)=1(9) < 1,¢=1¢
< (f,g)eD (nach Satz 1.3.6 (5)) folgt: D :={(f,g) eMM
R(f)=L(g)}=D.

KO) (f,g),(feg,h)eD < (g,h),(f,goh)eD folgt unmttelbar aus

der Definition einer partiellen Halbgruppe bzw eines
Pol yi den.

K1) Sei (f,g)eD. Mt Satz 1.3.6 (3) ist L(fog)=(¢ol,)(fog)=
o( 1 (feg))=0(1(f))=(eol;)(f)=L(f) und anal og R(f.g)=R(9)

K2) Ist (f,g)eD und ((fog),h)eD =D, so ist (fog)oh=fo(goh), da
(Mop eine partielle Hal bgruppe ist.

K3) Da ¢ bijektiv ist und zu jedem uef eine ldentitat 1, =
(p'l(u)elM existiert mt der Eigenschaft L(1,)=(¢0l;)(1,)=
(1) (1y)) =0(1y) =e(¢ 1(u))=u und R(1y)=(9ol;)(1,)=0(1,(1,))=
o(1)=0(@ 1(u))= u. AuBerdem ist VfeML(f)=u=L(1,) L(f)=
(901)) (f)=(01)) (1) =L(1,) = 1,(f)=1(1,), da ¢ bijektiv
ist. Wgen 1,(1)=1, = 1,f=f. Analog ist fol,=f
vieM R(f) =u.

b) Sei C((Mop,0 L, R eine Kategorie und D ={(f,g)eMM
R(f)=L(9)}.
(f,9),(g,h)eD = R(f)=L(g) und R(g)=L(h). Mt (K1) =
R(f)=L(g)=L(goh) und R(fo.g)=R(g)=L(h) = (f,goh)eD und
(fog, h) eD. Ungekehrt gilt wegen (KO) (f,g),(f.g,h)eD <
(9,h)(f,goh)eD = (f,0),(g,h)eD. Mt (K2) ist damit (M op
ei ne partielle Hal bgruppe.
Sei geM mt L(g)=u und R(g)=v. Wegen (K3) existiert eine
ldentitat 1,eM mt der Eigenschaft L(1,)=R(1,)=u und
1,of =f VfeML(f)=u bzw. fol,=f VfeMR(f)=u. = L(9)=R(1,)
= VieM (1,,f)eD ist 1yf=f und vifeM(f,1,) eD ist fol,=f.
Damt ist 1, ein Neutralelement mt (1, g)eD. Analog ist
1, ein Neutralelement mt (g,1,)eD. = (Moy ist ein
Pol yi d.
Wegen (K3) existiert eine surjektive Abbildung ¢ 101
o l(u):=1, die jedem ued ein 1,ely zuordnet. \Wegen
L(1,)=R(1,)=u ist diese Abbildung injektiv und damt auch
bijektiv. D e Unkehrabbildung ¢:1y—>0 ist damt ebenfalls

eine Bijektion, die mt der Restriktion von L bzw R auf
1y Ubereinstimt.

Zei ge: L=¢o01, und R=¢o01, . | st feM = L(f)=
LCL (F)of ) =L(1 (f))=0(1) (f))=(eol;)(f) und R(f)=R(fol (f))=
R(1.(f))=0(1,(f))=(00l;)(f).

Angenommen es existiert eine weitere Bijektion o' : 10
mt L=¢'0l;, und R=¢' 0l,. = Fur 1ely ist o(1l)=L(1)=
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(¢ 01)(1)=¢" (1;(1))=¢" (1) und anal og ¢(1)=R(1)=

(9" 01;)(1)=¢" (1,(1))=¢" (1).
g.e.d.

D eser Satz besagt al so, dall jede Kategorie eineindeutig einem
Polyid mt Bijektion (von der Menge der Ildentitaten in eine
bel i ebi ge andere Menge) zugeordnet werden kann. Damt | assen
sich Aussagen Uuber Kategorien durch einfachere Aussagen Uuber
Polyide verifizieren. (Es sei an dieser Stelle auch darauf
hi ngewi esen, dalR P. Freyd bereits 1966 in [FRE66] eine
Definition fur Kategorien angibt, die sehr ahnlich zu der der

Pol yide ist. Er setzt dabei ¢ als die identische Abbildung auf
1y voraus.)

Bild 3.4: Darstellung einer Kategorie mit der nach Satz 3.1.6
(b) eindeutig bestimmen Bijektion .

Definition 3.1.8:

Si nd C_I_:( ( Nh_, OD].) ) @1, |_1, Rl) und 02:( ( Nb, ODZ) ) @2, |_2, Rz) ZWei
Kat egorien und ¢y Mf—>M und ¢4 04—>0> zwei Abbil dungen, dann
hei Bt das Tupel ¢=(op ¢y) €i n Funktor, wenn gilt:

(1) Fur feM ist Ly(oMf))=do(L1(f)) und Ro(dp(f)) =dp( Ra(f))
(2) Fur f,geM nmit Ri(f)=Li(g) ist oMfor0) =0\ f)o200(9)

(3) FOr uefq ist o1,y =1 S(u)
Funktoren sind also e strukturerhaltenden Abbil dungen
zZzw schen Kat egori en.
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My0p,) e M;0p,)
|| | ]
L, | | Ry L, | | R,
I 1 I 1
O, — o,

Bild 3.6: Schemmatische Darstel |l ung zZwei er Kat egori en m t
Funkt or .

Satz 3.1.10:

Sind  C=((M,ep,), 01, L1, Ry) und  G=((M, op,), 02, L2, Ry) zvei
Kat egori en, oq: 1'\/'1_)@1 bzw. ¢,: 1|\/b—>@2 die nach Satz 3.1.6 (b)
ei ndeutig bestimmten Bijektionen, dann ist (¢y ¢;) genau dann
ein Funktor von C; nach C,, wenn ¢y ei n Polyiden-Honmonor phi snus

mt ¢=p204\pe1~1 ist.

Beweis:

"=" Sei (¢mdy) ein Funktor von C; nach C,. = ¢y M—>M und
dg: 010>, Sei f,geM mt (f,g)eD; = Ri(f)=L;(g). Wegen (1)

I st Ro( M f)) =0s( Re(f)) =¢s(L1(9)) =L2(d()) =
(oM f), oM 9)) €Do. Vegen (2) ist ¢pfo19) =dMf) o20M( Q). Damt
i st oy ein Polyiden-Hononor phi snus, der wegen (3)

I dentitaten auf ldentitaten abbil det.
Wegen  (3) gilt fur uelq: oM @17 1(u)) =op( 1) =Ly (u)=
027 1(9g(u)) < ea(dM @17 1(U)) =dg(U) <= P200\P01” 1=0y.

"<" Sei o M—>M, ein Polyiden-Honmonor phi smus  und ¢y 010
definiert durch ¢y =@00pp1 L.

1) Sei feM. Nach Satz 1.3.30 (a) ist (dp211)(F)=(1) 2000 (T).
Nach Voraussetzung ist ¢=@00001"1 = ¢001=9p00y =
(92000 (1) 1(F) ) =(dg001) (1) 1(f)) = (p200M011 1) (F) =
(0091011 1) (f) = La(oMT))=(9201;2) (o)) =(9201) 200\ (f) =
(92090P1; 1) () =( 909101 1) () =dy( (9101} 1) (F)) =¢s(L1(F)).

Anal og ist Ry(dM(f))=ds(Ry(f)).

2) Seien f,geM m t Ry(f)=L1(0) = (f,g9) ey =

(oM f), oM 9)) €Dy und Gpffo19) =dM F) o20M 9) -

3) Fir uely st oM 1) =0 017 H(U)) =02 L(9(U)) =Ly (y).  wegen

oM @17 1)) =02 L(d(u)) = e00PP1” L(U) =ds(u) . |
g.e. d.
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3.2 X-Kategorien, X-Funktoren und Monopolyide

Definition 3.2.2:

Ein Tupel X=((M x, op), (6 x),L, R hei 3t eine monoidale Kategorie,
Kronecker-Kategorie oder kurz X-Kategorie, wenn gilt:

(X1) G((Mop,06, L, R ist eine Kategorie.
(X2) (M%) und (0, x) sind Monoi de.
(X3) L und R sind Monoi den- Honmonor phi smen von (M x) nach (6, x).
(X4) Fiar u,vel ist 1,x1,=1,.y
(X5) R(f)=L(g), R(h)=L(e) und R(fxh)=L(gxe) <
(fog) x(hoe) =(f xh) o( gxe)

Jede der drei Bezeichnungen ist in der Literatur durchaus
gebrauchlich. Einige Autoren wie zum Beispiel P. Freyd [ FRE66]

benutzen die Bezeichnung “"nonoidale Kategorie". Dagegen
verwendet G Hotz [HOT72], [HOT74] fast ausschlielBlich die
Kurzform "X-Kategorie". Die Bezeichnung "Kronecker-Kategorie"

findet sich zum Bei spiel bei J. Hoehnke [HOE75].

Eine X-Kategorie kann anschaulich als folgendes D agranm
dargestel It werden:

(NLNOD)
|
L | | R

o
(Cx)

Bild 3.8: Schematische Darstellung ei ner X-Kategorie.

Satz 3.2.4:

C((Mx op, (%4 x),L,R) ist genau dann eine X-Kategorie, wenn
C=((Mx o), (0, x),RL) mt feg:=gof eine X-Kategorie ist.

Beweis:
Sei L':=R und R : =L.

X1) C=((Mop,6 L, R ist eine Kategorie < C=((Msey),0 RL)
i st eine Kategorie.
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X2)
X3)

X4)
X5)

Satz

(a)

(b)

(Mx) und (6, x) sind Polyide, da C eine X-Kategorie ist.

L und R sind Polyiden-Hononor phi snen von (M x) nach (6, x),
da C eine X-Kategorie ist.

Far u,ved ist 1,x1,=1,,, da C eine X-Kategorie ist.

R(fy)=L"(g1) und R (fp)=L < L(f1)=R(gq) u. L(f)=R(gy) =
(f1091) x(f 2092) =(g10f 1) x(920f 2) =(g1x02) o f 1xF 2) =(f 1xf 2) ¢( g1x02) |
q. e. d.

3.2.6:

| st (M x, op) ein Monopol yid, (0, x) ein Mnoid und
o: (1 x) =(0, x) ein Monoi den- | sonor phi snus, dann ist
X=((Mx, o), (0, x), 901}, 00l,) eine X-Kategorie. (o steht
dabei fir die Hinterei nanderausfihrung von Abbil dungen.)
st X=((Mx,op,(0,x),L,R eine X-Kategorie, dann ist
(M x, op) ein Mnopolyid, (06 x) ein Mnoid und es existiert
genau ein Mnoiden-Isonorphisnus o¢: (1py ) —>(6 x) so, daB
L=pol; und R=¢@o0l1, ist.

Beweis:

a)

X1)

X2)
X3)

X4)

X5)

b)

Sei (M x, op) ein Mnopolyid und o (1y <) —(0, %) ein
Monoi den- | sonor phi smus, L':=¢ol; und R :=¢o0l,.

(Mop ist ein Polyid und ¢:1y—~>0 eine Bijektion. Damt ist
C=((Mop,0 901}, 0l;)) nach Satz 3.1.6 (a) eine Kategorie.

(Mx) und (6, x) sind nach Voraussetzung Monoi de.

1, und 1, sind bzgl. "x" Mnoi den- Hononor phi smen nach Satz
2.1.6 (1). ¢ ist bzgl. "x" ein Mnoiden-Isonorphi snus nach
Voraussetzung = L':=9p0l; und R :=pol, sind Mbonoiden-
Hononor phi snmen von (M x) nach (6, x).

Fir u,vel sind 1, =¢ 1(u) und 1,:=¢"1(v) ldentitéaten; somit
gilt: 1yxly=@ 1(u) xe 1(v) =0 1(uxv) =1y,

R(f)=L(g) wund R(h)=L(e) = ¢01,(f)=001;(g) und oo0l,(h)=
e0l;(e). Da ¢ bijektiv ist, = 1,(f)=1(g) und 1,(h)=1,(e).
Nach Satz 1.3.6 (5 = (f,g)eD und (h,e)eD = (fxh,gxe)eD
= (fog)x(hoe)=(fxh)o(gxe) nach Definition 2.1.2 (4) und
3).

Sei X=((Mx,op), (% x),L,R) eine X-Kategorie, dann i st
C((Mop,0, L, R ei ne Kat egori e. Mt D: ={(f, g) eMM
R(f)=L(g)} ist nach Satz 3.1.6 (b) (Moy ein Polyid und
es existiert genau eine bijektive Abbildung o¢:1y>0 mt
L=pol; und R=¢o01,.
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Zeige: o¢:(1px)—(0, x) ist ein Mnoiden-Isonorphi snus und
(M x, op) ist ein Mnopolyid:

Da X eine X-Kategorie 1ist, sind L und R Monoiden-
Honmonor phi smen  von (M x) nach (6,x). Sind f,gely =
L(f-g) =L(f)xL(g) < ¢ol;(fxg)=¢0l;(f)xeol;(g) < o(fxg)=¢(f)
xp(g) nach Satz 1.3.6 (4) = ¢ ist bzgl. "x" ein Mnoiden-
Hononor phi snus. Da ¢ auch bijektiv ist, ist ¢ ein
Monoi den- | sonor phi snus.

1) Monoi den- Honmonor phi snen bi | den Neutral el enent e auf
Neutral el emente ab. = 0=¢"1(0)) elp

2) f,9ely = off),0(g9)el = off)xe(g)=0(fxg)el = fxg=
o L o(fxg)) ely

3) (f,g),(h,e),(f<h,ge)eD < R(f)=L(g), R(h)=R(e) und
R(f<h) =L(g-€) < (fog) «( hoe) =(f h) o( g-e) .

4) (f,g9),(h,e)eD =  R(f)=L(g) und R(h) =L(e) -
R(f <h) =R(f) xR(h) =L( g) xL(€) =L(g~e) = (fxh, g-e) eD.

Definition 3.2.8:

Sind X=((M,x,oy),(¢,x),L',R) und X=((Mx0),(% x),L, R
zwei X-Kategorien, McM @& <@ und stimen di e Abbil dungen bzw.
Operationen von C und C auf C lUberein, so heil3t C eine Unter-
X-Kategorie von C. (In Zeichen C cC.)

Satz 3.2.10:

Ist X=((Mx, op, (0 x),L,R eine X-Kategorie und McM bzw. ¢ <6,
dann ist X =((M,xoy),(0,x),L' , R) mt den entsprechend
ei ngeschrankt en Abbil dungen o, %, x, L' und R genau dann eine
Unt er - X- Kategorie von C, wenn gilt:

(1) M bzw. i) I st gegenuber  "o" und "x"  bzw. "X
abgeschl ossen.

(2) (M,x) bzw. (0 ,x) ist ein Unternonoid von (Mx) bzw
(6, x).
(3) Zu jedemue® existiert ein 1,eM mt L' (1, =R (1,)=u.

Beweis:

"=" Sei X eine Unter-X-Kategorie =

H M bzw. i) I st gegenuber  "o" und "x"  bzw. "X
abgeschl ossen, da sonst im Wderspruch =zu Definition
3.2.8.
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2) (M,x) bzw. (0",x) ist en Unternobnoid von (Mx) bzw
(6,x), da (M,x) bzw. (& ,x) wegen (X2) ein Polyid ist,
McM bzw. ¢ <0 und M bzw. ¢ nach 1) gegenuber und "x"
bzw. "x" abgeschl ossen i st.

3) Mt (X1) und (K3) = Zu jedem ue® existiert eine
(partielle) Identitat 1,eM L(1,)=R(1,)=u
"=" Es gelte (1),(2) und (3) =
Wegen (1) ist (KO) erfullt. (K1) und (K2) sind automatisch
erfallt. (K3) ist wegen (3) erfullt, da die Operation "o"

auf M i denti sch zZu "o auf M i St. =
C=((M,onp),0,L'",R) ist eine Kategorie.

uon
o

(X2)-(X5) sind trivialer Wise erfullt. = X ist Unter-X-
Kat egori e von X
g.e.d.

Satz 3.2.12:

st X=((Mx op, (0, x),L, R bzw. X =((M,x ), (0,x),L',R) eine
X-Kategorie und o¢: (1py x) —>(06 x) bzw. ¢ :(1ly,x)—=>(¢,x) die nach
Satz 3.2.6 (b) eindeutig bestimten Monoiden-Isonorphisnen,
dann ist X genau dann eine Unter-X-Kategorie von X, wenn

(M, x, oy ) ein Unternonopolyid von (Mx, op und ¢ :(p|1M I St.

Beweis:

Nach Satz 3.2.6 (b) gilt fur ¢ bzw. ¢': L=pol; und R=@0l, bzw.

L' =¢' 01;' und R =¢' 01,".

"=" Sei X eine Unter-X-Kategorie von XX. => McM ¢ <0 und die
Abbi | dungen bzw. Operationen von C und C stimen auf C
tuberein. = fur feM ist L' (f)=L(f) = ¢ 0l;'(f)=0p0l;"' (f).
Da 1,'(f)=f far fely = o (f)=0(f) V fely. = ¢ =Qly,,- =
Iy =0 "0 )= 1(0")ce 1(0)=14 Nach Satz 3.2.6 (b) ist
(M, x,0op) ein Mnopolyid und damt nach Satz 2.1.14 ein
Unt er nonopol yid von (M x,op), da 1ycly

"<" Sei (M, x,0y) Unternonopolyid von (Mx, op) und ¢ :(P|1M =
M cMund 1), cly nach Satz 2.1.14, sowie 0 =¢ (1p)=0(1ly)c
o(1ly=0. Da ¢ bzw. ¢ ein Monoiden-Isonorphisnus ist,
stinmmen auf ¢ die QOperationen "x'" und "x" dberein, da
die Operationen "x'" und "x" auf 1y Ubereinstinmen.
AuBlerdem gilt fur feM: L(f)=¢" 0l;"' (f)=0p0l;' (f)=00l,(f) =
L'=L|yy und analog R =Rjy. = X ist eine Unter-X-Kategorie
von X

g.e.d.
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Satz 3.2.14:

Ist X=((Mx op,(0,x),L,R eine X-Kategorie und o¢:(1y x)—(0, x)
der nach Satz 3.2.6 eindeutig bestimte Mnoi den-I| sonor phi snus,
so definiert jedes Unternonopolyid (M, x op) von (Mx op) genau
eine Unter-X-Kategorie X =((M,x, o), (0 ,x),L',R)=:1<M'>y von X
mt ¢ =o(1ly) und ungekehrt.

Beweis:
Die Aussage folgt unmttelbar aus Satz 3.2.12, da fir ein
Unternonopolyid (M,x,oy) die Menge der Identitaten 1y

eindeutig bestinmm ist und damt mt o' : =(p|1M ei ne Unter-X-
Kat egori e ei ndeuti g f est gel egt Wi rd. Dabei gilt

stets: 0 =¢' (1p)=0(1py)-
g.e.d.

Satz und Definition 3.2.16:

Ist X=((Mx,op,(06,x),L,R eine X-Kategorie, McM ¢ cf und
U(M, 0 ):={X"'cX McMX") und 0 c0(X")}, sowi e

(M) = (M X") bzw. (0')x = o x), SO i st
X" eUx(M,0) X" eUx(M,0")
<M', 0> =(((M)x, 5 0op), ((0")x x), L', R) ei ne X- Kat egori e.

(Dabei sind o x, x, L' und R die Einschréankungen der
ent sprechenden Abbildungen von X ) <M,0 > heilst die wvon
(M',0') erzeugte Unter-X-Kategorie. (M, # ) hei 8t dann auch ein

Erzeugendensystem von <M, (¢ >y. Ist 0=, so wird bereits M
al s Erzeugendensystem von <M'>y: =<M , J>y bezei chnet.

Beweis:
Si ehe Hotz [HOT74] Seite 251.

Anner kungen:

Gegenuber der hier verwendeten Nonmenklatur sind bei Hotz
[HOT74] in den Forneln (M,0 ) far ein Erzeugendensystem und
<M, @ >y fur eine erzeugte Unter-X-Kategorie die Mengen M und
o in der Rei henf ol ge vertauscht. Die hier verwendete
Darstellung ist passend zur Darstellung einer X-Kategorie als
das Tupel ((Mx op, (6, %),L, R gewahlt worden.

Desgleichen wrd bei Hotz <M>y:=<M,0>¢ definiert. Hier
dagegen ist <M >y:=<M, > die zu <M >, gehtrende Unter-X-
Kategorie, wobei <M>, das von M in (Mx oy erzeugte
Unt er nonopol yid ist, wi e der nachfol gende Satz zeigen w rd.
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Satz 3.2.18:

Ist X=((Mx,op, (0 x),L,R eine X-Kategorie, McM ¢ c6 und
¢: (1y ) —>(06 x) der nach Satz 3.2.6 (b) eindeutig bestimte
Monoi den- | sonor phi snus, dann ist die von (M, ) erzeugte
Unter-X-Kategorie <M, >y identisch zu der nach Satz 3.2.14

von <M ue 1(0")>\ definierten Unter-X-Kategorie, d.h. <M, >y=
<M ue 1(0"), @>x=<M L~ 1( ") >x.

Beweis:
M, 0 >=(((M) ) op ) ((F) % ¥), L R) mt (M) x: = A MX")
X" eUx(M,0)
bzw. (0)x = ﬂO(X"), wobei Uy(M, 0 ):={X"cXX McMX') und
X" eUx(M,0)
0 cO(X')} ist. Fur G:=Muel(0') ist <G >f ﬂM wobei
M' eUn(G)

ULG ) die Menge aller Unternonopolyide von (Mx op) ist, die G
enthalten. Ersetzt man M durch Mue1(6') und @ durch @&, so
i st | ei cht zZu sehen: <M e 1(0") >y=<M v 1( ("), T>y=
<<M Ug 1( 1) >y D>y
Nach Satz 3.2.14 entspricht jedem Unternonopolyid (M, x op von
(M~ op) eine Unter-X-Kategorie X'=((M,x op, (0", x),L",R") von
X=((M x, op), (6, %), L, R m t 0" =o( 1) bzw. 1= 1(0") und
ungekehrt.
Damit gilt fur eine Unter-X-Kategorie ((M,x op,(0",x),L", R")
m t McM und 0 <6 o0 )co (o) =1y =M und  o(M N1y c
(Ml =o(ly)=" = Muel(#)cM und 0 Up(M N1yt =
<M, 0" >y=<M U 1(8" ), 0" Up(M N1y) >x. Fir die Unter-X-Kategorie
<M v 1(0"), T>¢ i st o((Mue1(0")) N1y =o(M N1)) U =
<M e 1(0"), 0 Ue(M N1y) >x=<M up (@' ), T>x. Ungekehrt ist stets
<M e 1(0"), @><M U 1( @), 0" Up(M N1y >x. = <M ue 1(0"), T>¢=
<M e 1(0"), 0 V(M N1y) >x.

g.e.d.
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Bild 3.10: Skizze zu Beweis von Satz 3.2.18.

Definition 3.2.20:

Sind  Xg=((M, 1, opy)» (01, x1)» L1, Ry)und - Xo=((M, =2, op,) , (02, x2) ,
Lo, Ry) zwei X-Kategorien, dann hei 8t ein Funktor ¢=(dpm ¢g) ein
X-Funktor, wenn ¢y und ¢, Monoi den- Homonor phi smen bzgl. "x" bzw

x" sind.

(MllxlloDl) s (MZ'X2'OD2)
| |

L, || Ry L, | | R,
VNS VN

(0,x) 0 (0,%,)

Bild 3.12: Schematische Darstellung zweier X-Kategorien mt X-
Funkt or .

Satz 3.2.22:

Sind  Xp=((M, 1, opy)» (01, x1) » L1, Ry) - und - Xo=(( My, x2, opy,) » (02, x2)
Lo, R) zwei X-Kategorien, og: (1“/&’ x1) >( 01, x1) bzw. @y: (1'\/b’ x9) —
(0, x9) die nach Satz 3.2.6 (b) eindeutig bestimten Mnoiden-
| sonmor phi snen, dann ist (¢y ¢g) genau dann ein X-Funktor von X;
nach Xo, wenn ¢y ein Monopol yi den- Hononor phi snus I st
mt ¢=g200P01 L.
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Beweis:

"=" Sei (dm ¢y ein X-Funktor von X; nach X,. = ¢y ist ein
Monoi den- Hononor phi snus  bzgl. "x". Da (¢y 9 auch ein
Funktor ist, ist ¢y nach Satz 3.1.10 auch ein Polyiden-
Honoror phi smus bzgl. "o" mit ¢=p00\pp1"1. Damit ist ¢y ein
Monopol yi den- Homonor phi snmus mit  ¢=e,0¢pp¢1" 1.

"< Sel onvi (M, 1, oDl) —>(M, x, oDZ) ein Monopol yi den-
Homonor phi smus  und ¢y (01, x1) =( 02, x2) definiert durch
by =0200\pp1" 1. Nach Satz 3.1.10 ist (d¢p ¢y ein Funktor. Da

o €ein Mnopol yi den- Hononor phi snus ist, ist ¢y auch ein
Monoi den- Hononor phi smus  bzgl. "x". ¢, und ¢;1 sind nach
Definition Monoi den- Honmonor phi smen bzgl . "X =

ds=p0d\Ppe1"1l ist ebenfalls ein Mnoiden-Hononor phi smus

bzgl. "x". Damt ist (¢p ¢g) ein X-Funktor.
g.e.d.

Beim Umgang mt X-Kategorien kommt den nachfolgend zu
defini erenden freien X-Kategorien ei ne besondere Bedeutung zu.

Definition 3.2.24:

Ei ne X-Kategorie X;=((M, =1, oDl) , (01, x1), L1, Ry) hei 3t frei, wenn
es eine Teilnmenge M'cM, gibt so, dall sich zu jeder beliebigen
X-Kategorie Xp=((M, 2, op,), (02, %2), L2, Rp)) mt einem Monoiden-
Honmonor phi snus dg: 0100, eine Abbildung oy M'->M mt
d(La(F)) =L2(om (F)) und ¢(Ri(f))=Ro(¢m (f)) Vv feM’ 2zu genau
ei ner Abbildung ¢ M—>M, fortsetzen |alt so, dall ¢=(dy ¢y ein
X-Funktor ist. M' hei 8t dann ein freies Bestimmendensystem von
X1. | st ein freies Besti mmendensyst em auch ein

Er zeugendensystem (d.h. <M, @>=X), so heift M ein freies
Erzeugendensystem.

Im allgeneinen gilt fur ein freies Bestimendensystem M einer
X-Kategorie X=((Mx, op), (6 x),L,R) nicht imrer <M, J>x=X, so dal
M in diesen Fallen kein Erzeugendensystem von ganz X ist. Bei
Hotz [ HOT74] dagegen wrd (abgeleitet von der Aussage
<M, >4=X) M auch dann als ein freies Erzeugendensystem

bezei chnet, wenn <M ,6 @>=X ist. Des bricht jedoch mt der
hier fidr Mnopol yi de ei ngef Uhrten Nonmenklatur wie Satz 3.2.30
zeigen wird und dUberkreuzt sich damt letztendlich auch mt der
gangi gen Definition des freien Erzeugendensystens eines freien
Monoids wie Satz 1.4.16 zeigt.
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Satz 3.2.26:

| st M ein freies Bestimendensystem einer X-Kategorie
X=((Mx, op), (0, x),L,R), so ist <M, (>x=X

Beweis:
Si ehe Hotz [HOT74] Seite 252 Hilfssatz 2.

Hilfssatz 3.2.28:

Sind  Xp=((M, =1, opy)» (01, x1) L, Ry) - und - Xo=((Mp, =2, opy,) » (02, %2)
Lo, R)) zwei X-Kategorien, o5: (1“/&' x1) >( 01, x1) bzw. @5: (1'\/5’ x9) —>
(0y, x9) die nach Satz 3.2.6 (b) eindeutig bestimten Mnoiden-
| sonor phi smen, ¢y 03—>02 ein Monoi den- Hononor phi snus, M'cM und
om M —>M ei ne Abbi | dung m t do(L1(F))=Lo(dpm (F)) und
do(Re(F))=Ro(dnm (f)) ¥V feM’', dann gilt:
(1) (f.9) eDinM’" xM" = (om (), dm (9)) €Dy
(2) ¢":(Ly, <) >(Ly,x2) Mt ¢":=gy logs00; ist ein Monoiden-
Hononor phi smus mt der Eigenschaft ¢"(11(f))=12(dpm (F))
und ¢" (1,2(f))=1r200m (f)) V feM’.

Beweis:

1) (f.9) eDioM'xM' = Ry(f)=L1(9) = ¢(Ri(f))=¢s(La2(0)) =
Ro(dm (F)) =L2(dm (9)) = (ém(F), o (0)) Dy.

2) ¢":=¢o log0p; ist ein Monoi den-Hononorphismus, da ¢, &
und ¢,~1 Monoi den- Hononor phi snen sind. Nach Satz 3.2.6 (b)
ist Li=¢q01;7 und Ry=¢01,; bzw. Ly=¢01;, und Ry=¢,01,,.
Far  feM’ st goi(12(f))) =  ¢u(La(F))=Lo(om (f))=
02( 11 2(dm (F))) = 9271003001011 1(F) =02 1(@2( 11 2(dMm (F)))) = ¢
"(11(f)) =1y 2(om (F)). Analog i st ¢"(1r1(f))=1r2(¢M(f)%.e ;

Satz 3.2.30:

Ist X=((Mx op, (% x),L,R) eine X-Kategorie, dann ist M genau
dann ein freies Besti mendensystem von X, wenn M ein freies
Besti nmendensyst em des Monopol yi den (M x, op) i st.

Beweis:
"=" Sei Xp=((M, % opy), (01, %), L1, Ry) :=((M x, 0p), (6, %), L, R)  eine
freie X- Kat egori e. = Es exi stiert ein freies

Besti mendensystem M' cM,.
Sei (M, +, - D2) ein Mnopolyid, o": (1'\/'1’ ) —( 1'\/5’ +) ein
Monoi den- Hononor phi snus und ¢y : M >M, ei ne Abbi |l dung mt
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den Ei genschaften (F1) und (F3) von Definition 2.5.10.
Nach Satz 2.1.16 ist (1%, + D2.) ei n Unternonopol yid von
(M, + -p,) und damt (1'\/5’ +) ein Mnoid. Sei ¢, die
i denti sChe Abbi | dung auf 1'\/b’ dann I st
X2: =((Mp, + " py)» (1w, #) 9201 2, 9201 2) nach Satz 3.2.6 (a)
eine X-Kategorie. Sei weiter op: (1“/&’ x) =>(04, x) der nach
Satz 3.2.6 (b) eindeutig bestimte Mpnoiden-I|sonorphi snus,
dann ist ¢y (01, x)>M mt ¢y =0o00" 091"l ein Monoi den-
Honoror phi smus, da ¢, ¢" und ¢;-1 Monoi den- Hononor phi smen
si nd.

Mt (F3) gilt dann:  ¢y(Ly(F))=9200" 091 1(p101;4(f))=
200" (1) 2(F))) =02( 1 2(dm (f))) =0201) 2(dm (F)) =Lo(dm (f))  und
anal og ¢y Ri(f))=Ro(om(f)) V feM'. Da X; eine freie
X-Kategorie ist existiert damt genau eine Fortsetzung
o M—>M von ¢y so, dal (dp ¢g) ein X-Funktor von X; nach
X5 i st. Nach Sat z 3.2.22 i st ¢  Monopol yi den-
Honoror phi smus  mit  ¢=e00p01" 1.  Wegen ¢y =9,0¢" 091"l =
020" 001" 1=p0dppp1"1 = ¢"(f)=o(f) far fely. by ist
ei ndeutig bestimt, da der zugehérige X-Funktor eindeutig
bestimt ist. (Sonst wirde aus Satz 3.2.22 ein Wderspruch

folgen.) = M ist ein freies Bestimendensystem des
Monopol yi den (M, x, oDl) .

"= Sei Xp=((My 5 opy) s (01, %), Ly, Ry) 1 =((M x, 0p), (8, %), L, R eine
X-Kategorie und (M, x, oDl) =(M x,op) ein freies Monopolyid,
dann existiert ein freies Besti mendensystem M'cM von
(M, % oDl). Sei weiter Xo:=((M,+, - D2) , (0p,+), Ly, R) eine
X-Kategorie, ¢4 (01, %) —>(0p,+) ein Mnoi den-Hononor phi snus
und  ¢y:M'>M eine Abbildung mt der Eigenschaft
ds(La(F))=L2(om (F)) und ¢(Ri(F))=Ra(om (f)) Vv feM'. Da
(M, % oDl) ein freies Monopolyid, ¢": (1'\/h’ ) —( 1Nb’ +) mt
o": =po"log,001 ei n Monoi den- Hononor phi snmus ist und ¢y nach
Hi|fssatz 3.2.28 die Bedingungen (F1) und (F3) von
Definition 2.5.10 erfallt, exi stiert genau ei ne
Fortsetzung ¢ M—>M von ¢y so, dall ¢y ein Mnopolyiden-
Honmonor phismus  ist mt  ¢"(f)=¢f(f) V fel,\,h. = 0=
020027 1005001001 1=020¢" 091" 1=g00\pe1" L. Danit st (dy d)
nach Satz 3.2.22 ein X-Funktor von X; nach Xy. (dpm ¢g) 1St
eindeutig bestimt, da ¢, vorgegeben und ¢y eindeutig
bestimt ist. Damt ist M' ein freies Besti mendensystem

von Xj.
g.e.d.

Hat man al so gezeigt, dalR ein Mnopolyid frei ist, so ist jede
X-Kategorie das di eses Monopol yi d ent hal t eine freie
X-Kategorie. Dieser Umstand erspart es also fiur X-Kategorien
mt densel ben freien Mnopolyiden den Beweis der "Freiheit"
i mrer w eder zu fdhren.
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3.3 Bipolyide und Bikategorien

Auf die Theorie der Bipolyide soll nur kurz ei ngegangen werden.
Bi pol yi de stehen jedoch in einer &ahnlichen Bezi ehung zu den von
Ch. Ehresmann [ EHR65] ei ngef thrten  Bi kategorien (Doppel -
kat egori en) wi e Polyide zu Kategorien.

Wenn nachf ol gend zwei Pol yi de tUber dersel ben Menge B auftreten,
so kennzeichnet man die zur partiellen Operation "¢" gehdrenden
Mengen und Abbil dungen durch Unterstreichung, z.B. D, 1p, 1,,
1.

Definition 3.3.2:

Das Tupel (B, ep op soll genau dann ein Bipolyid hei Ren, wenn
sowohl (B, @D) aTs auch (B,op ein Polyid ist und es gilt:

(1) Es existiert genau ein Elenent Oelgnlp

(2a) f,gelg = (f,g)eD und fegelpg

(2b) f,gelg = (f,g)eD und fogelp

(3) (f,9),(h,e)eD, (f,h),(g9,e)eb, (fog, hoe)eD und (feh, gee)eD
< (fog) e( hoe) =(feh)o(gee)

(4) (f,9),(h,e)eD und (f,h),(g,e)eb =
(feh, gee) eD und (fog, hoe) eD

Mt der hier angegebenen Definition soll aufgezeigt werden, dal
Monopol yi de eine spezielle Kl asse von Bipolyiden darstellen,
was | eicht durch Vergleich der Bedingungen (1)-(4) verifiziert
wer den kann, wenn man beridcksichtigt, dal3 gilt:

Zu (2a) bzw. (2b) ist aquivalent:

(2a') f,gelg = (f,9),(9g,f)eD und feg, gef €lp
(2b") f,gelg = (f,9),(g,f)eD und fog, gof €lp

Aus (1) und (2a') bzw. (2b') = (1,0),(0,1)eD V 1lelg bzw
(1,0),(0,1)eD V 1lelg

(Angaben zur Anwendung und Definition von Bikategorien findet
man zum Beispiel bei P. Mlitor [MOL88] oder M Hasse und
L. Mchler [HAS66].)
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Verwendete Symbole

fog Qperation einer partiellen Hal bgruppe

1p Menge aller ldentitaten aus P

1, (u) die linksseitige lIdentitat von u

1, (u) die rechtsseitige ldentitat von u

<P'>p die von P erzeugte partielle Unterhal bgruppe
<M'>y, das von M erzeugte Unternonopolyid

<M'>y die von M erzeugte Unter-X-Kategorie

upv Rel ation p

[u] Aqui val enzkl asse von u

ud,v uist bzgl. p dberfihrbar in v

¢ (p) o(p) s ={(o(u), ¢(v)): (u, V) ep}

M-1 Menge der invertierbaren El emente aus M

M’ der neutral e Abschlu3 von M

Kern(S) der Kern der sequentiellen Darstellung S

oy (S) der Wert der sequentiellen Darstellung S

s(3) j-te Spalte der sequentiellen Darstellung S

S(M,M') Menge aller sequentiellen Darstellungen mt Kern(S)cM

o' (S) Bild von S unter der Ubertragbaren Abbil dung ¢

px(M') die Menge aller Rechts- und Linkskurzungen bzw.
-erwei t erungen

py(M') die Menge aller Vertauschungen
pz(M') die Menge aller Zerlegungen und Verschnel zungen

pp(M') die Menge aller Uberbrickungen

IN Menge der naturlichen Zahl en

IN, Menge der natirlichen Zahlen vereinigt mt O

Il ei n Monopol yi den Hononor phi snus || |1 (M x, op) =>( 1IN, +, +)
Mol Mol ={ f eM |If |=0}

S| [ E(SIMM),op) >(INg, +) mt |S[: =[loy(S) ||
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